1 Limite di una funzione reale di variabile reale (ver-
sione 0.7)

1.1 Limite di una funzione razionale fratta

Assegnati p (z) e ¢ (x) polinomi di grado m e n rispettivamente:

p(z) = Zakxk = ag + a1z + asx® + ... + apr™ (1)
k=0

q(x) = bpa® = by + bix + bya? + .. + by,
k=0

consideriamo la funzione:

f@) =22 )

q ()
Se x ¢ un punto di accumulazione (al finito o all’infinito) per la funzione f (x), ¢ interessante
determinare il comportamento della funzione in un intorno di zy. A tale scopo calcoliamo il
limite:

= lim f (2), (3)
T—T0
che pud presentarsi nella forma indeterminata § (se |zo| < 400), 2 (se x| = +00).

Precisamente, se xy ¢ uno zero di p (z) e ¢ (z), allora la (3) da luogo a 0/0.

e Forma indeterminata 2

o

Si decompongono p (z) e ¢ (x) in modo da ridurre il loro rapporto ai minimi termini.

e Forma indeterminata %

L’indeterminazione puo essere rimossa mettendo in evidenza sia a numeratore che a
denominatore, la potenza di x di esponente massimo.

Esempi (forma indeterminata 3). Calcolare i seguenti limiti:

22 —3z+2

L. lim %52

.1,’—)2

: z2—2—6
2. IILHJZ 3452248z +4

. 4_g..2
3. lim &=8z"+16

r—2 3?378

: x3—3x2+4
4. }BI_)H% 3 —2x2—4x+8
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Figura 1: Grafico di f (z) = %.

Soluzioni.

N. 1

Sostituendo per continuita, si ottiene la forma inderminata 0/0. Decomponiamo numeratore
e denominatore:

2 _3r+2 —2)(zx—1 1
Tk N ) i (4)
=224+ —6 a2 —2)(x+3) 5
Il comportamento e visibile in figura 1.

N. 2

Procedendo come sopra:

, > —x—6 . (r+2)(x—3)
lim = lim 5 =
x—»*Q.TS + 5372 + 8z + 4 T——2 (.T + 1) (.T + 2)

Il segno del limite e:

) 2> —x—6
lim - _
e——2-23 + 52 +8r + 4
2> —x—6

lim = 400,
z——2t23 + 522 + 8r + 4

come possiamo vedere dalla figura 2.

N. 3
Si ottiene:
ot =822 416 (2 —2) (v +2)
e S R P R ©)
2
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Figura 2: Grafico di f (v) = w5520

N. 4

Si ottiene:

3 322 +4 1 3
lim — m =2 (7)

2023 —25? — Ay + 8 aosz+2 4

Kokosk

Esempi (forma inderminata )
Per ipotesi p (z) e g (z) sono polinomi di grado m e n rispettivamente (eq. 1). La forma
indeterminata %2 si presenta per |z| — +o0.

_ p(x)
lim
\x\—>+ooq($)
m
E (kak m
= lim [azm i
|| —+00 “
§ bkxkfn
k=0
_ m—nam
= b_7
n

cioe:
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lim p—m):ioo, sem >n
| —+o0q ()

lim M:o, sem <n
|z|—+o00q (T)

lim p_(:v) = a—m, sem=mn

1. lim

3z34+4z24x—1
x4

r— 00

4472441

2. lim 57

T—00

. 3
3. lim z£L

T—00 r—1

Soluzioni
N.1

r—0o0

3 4 1 1
lim (——i———l————):O

In maniera simile, i rimanenti due:

oA+ Tt 41
hm—:2
z—oo 205 47
341
im 2~ 4o
Tr—00 I —

1.1.1 Esercizi proposti (con soluzione)

2x2—3x—9

L lim 25075

r—3

: z2—1
2. xlifill 24342

: 222z
3. :151_% z2—4z+4

s xS —3x42
4. }J_{q zt—4z+3

z2—(a+1)z+a

5. lim=—:35—24

r—a

6. lim &th)’=2*

hoo

] lim 2=zl
r——+00 z

Appunti gratis ingegneria su www.riccardogalletti.com/appunti_gratis

(10)



mp2ia
9. lim 3z fz=2

10. lim %2
11. lim 22—

12. lim &’

13. lim %00z

: x2—5z+1
14. lim e

15. lim 22—z+3

. (2z+3)%(32—2)*

r—00

1.1.2 Soluzioni

N. 1
s 2e?-3z—9 0 _ i (=2)(z+2) 4
iﬁ%sthzﬂ =0~ iﬁ%(;p*z)(zq) =1=4
N. 2
: 22—1 0 _ iy =1
lim s == lim i =2
N. 3
. 2_ . _2) .
lim 2222 — 0 — )y 202 iy 2 o
Zp v’ —dwt4 0 72 (2-2)° 1272
N. 4
#3342 _ 0 _ 7 (z=1)*@+2)  _ 1
m s = 0 = M e e,y = 2
N. 5
Questo e il limite di una funzione della variabile reale a per valori assegnati di x.
s x?—(a+Dz+a 0 _ 7: (z—a)(z—1) _ a—1
i{r}l x3—a3 -0 iﬁ%(m—a)(z-ﬁ-az-‘ra% ~ 3a?

N. 6

Come nel precedente, anche in questo caso la funzione ¢ di h per assegnati z. Piu precisa-

mente ¢ il limite del rapporto incrementale relativo alla funzione f () = 3.

(z+h)>—2® 0

. . 2 2 2
lim — 9 _ |im 3hx*+3h%x+h® _ 31.2
h—0 h 0 h—0 h
N. 7

2
lim(+~ - 2)=c0—-—c0=1lim |+ - —23 | = lim—&+2=2 __ —
1 (171 lf:p?’) 1 [ 1-= (1—z)(1+z+22) 1 (1=z)(14-z422)
I 42 _
- }012} 1+z+z2 1
N. 8 L
. 2_ . w?(1-14+5 .

lim =2t — > — hm7< ”‘“‘2>: llm$(1—l+%):+oo
z—+oco * o0 x—+00 z z—+00 z z
N. 9

. 2 L 34i-% g

lim 3ZH2=2 — % — |jpy 2 =2 — 3
e T emeothamy

. 3 . (143273

lim —z2+i’ =2 = lim 7(1 — ) = 00
x—00 %" o0 r—oo ¥

)
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N. 11

1—2z—1 1

. z—2 _ oo 1 - _
lim 224+2 ~ oo lim (14— 1422-2) = +oo 0
T— 00 T—00
N. 12

. 1)? . —1, .2

lim & i =2 = Jim 42 Ar - — ]
N. 13

: 10000z __ oo __ 1: 10000z~1
lim 5706000 = o = M i g000,1 = 0
N. 14
—1,,.-2

. 22—5z+1 __ oo __ 1: 1’(1—5:5 +x ) .

lim Tt = o = lim — 5T =
T— 00 T— 00
N. 15

: 202 —z4+3 _ oo _ 1 2—x 143272 2
Im S=rs =< = Iim = = < =0
N. 16
lim (22+3)%(32-2)° _ oo __
oo x®+5 T oo
. 5 4 3_ 2_ _ . -1 -2 _ —-3_ —4 -5

— lim T2x° 4228 +86:E5 ?6136 108z—108 = lim 724228z~ 486« 1221335 108z 108z =792

1.2 Limite di una funzione irrazionale

1.2.1 Forma indeterminata %

Il caso piu comune & quello in cui si procede alla razionalizzazione del numeratore e/o del
denominatore.
Esempi
1 1im¥22 g > 0
z—a T4

Vz+2—/ 2z

2. lim¥=—"—=

$—>2

z+1-2/x
T2 (55_1)2

5 lim Va2—a24a2(z—a)

T zoa \/:L’(:c—a)+\/x2—a2 & > 0

Soluzioni
N.1
Razionalizzando il numeratore:

Vi-Vavitva_ o1 !

lim lim

ima T—a JIt+ya a—a/T+a  2/a

N. 2
Razionalizzando il numeratore:
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= lim\/x+ —V2z Vr+2++V2z

=2 Vr-2  Jrt2+42
T — 2 0

= —lim =

a—2 2 =2 (Vo +2+22) 0

Per rimuovere I'indeterminazione occorre razionalizzare il denominatore (termine v/z — 2):

Vo —2

A= —lim =0
=2/ + 2+ 2z
N. 3
Siamo tentati a razionalizzare. Tuttavia, osservando che z + 1 — 2y/x = (/o — 1)2, si ha:
1-2 —1)? 1
hmu — hm (\/E2 ) > —
S @ - P (Va Ly
N. 4
Evidentemente:
Jr —1 1
lim Ve = -
Syr-n(Vers yzer) 3
N. 5

Dobbiamo “eliminare” il termine che produce indeterminazione:

lim\/(x—a)(x+a)+x2 (m—a)2

v=a \/x(z —a) + /(v — a) (z + a)

g VE—a (z+a)+2°Vr+a
v—a\/T —a Vi+yr+a

V2
_v@+1_2 v

Esercizi proposti (con soluzione)

1. lim¥=—¥=

4. limYElv2

T o1 Va2+3-2
5. lim2=y==3

r—T7 332—49
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6. lim-z=8
g VT2

s 3—Vb+x
7. lim ===
r—4 1-v5-z

Soluzioni N. 1

imY2-vE _ 0 _ | Vi—/2 1

e S0 TGV (veng) T 3

N. 2

<12 _ 0 _ . (I—z)(1+x) _ 3/2

3101_,1111 Vs — 0 — A\ 9101_,“11(1—x)(1+x+x2) = /3

N. 3

. 4—az2 0 _ 1 42 3+vBz—1 _ 1. +2)(3+vEa—1) 24

glcl_,né?)ﬂ/sxq 0= :151_)1%37\/5%1 C3fvBa—1 glcl_,r% 5 =3

N. 4

lim Y2H=V2 _ 0 _ {ipy <\/x+1f\/§ VaTI342 \/x+1+\/§> B TR/ o _ V2
r—1 Va2+3—2 0 T T \ Va2+3-2  Va2+3+2  Vatl+y2 2—1(z+1)(Va+1+v2) 2
N. 5

n2—=vVz—=3 _ 0 _ 712 2—vz—3  2+vz-3| _ _ 7; 1 _ _ 1

i:n% x2—-49 0 i:ﬂ% |:(a:—7)(a:+7) 2+\/x—3] o x*l)17n(33+7)(2+\/x—3) 56

N. 6

s o g (V)

lin 322 = § = iy (G20 g

1.2.2 Forma indeterminata %

Si procede in maniera analoga a quello delle funzioni razionali fratte.
Esempi

1. lim 20/
2+ 2VE+T

: 3z—2
2. xl_l,I_Poo Vir—14+/z+1

3. lim {/IVaTE

Tr—+00

. 2_ 4
4. lim 2x°—5+Vx*—3z+41

rotoo T—l+Valtz—2

Soluzioni
N. 1

. T+ 00 : 1+\/17

lim 5 =2 = lim — =1
T—+00 Vit o0 T—+00 WJFI
N. 2 (5-2)

z(3—=

lim ——32=2___ — < — Jjy = = 400
2+ oo Vir—1+Vz+1 00 x—»—&-oo\/E( /4_%4_ /1+%)
N. 3

. . N . Vitz—2 .
lim {’/I\/ZQ +1=0-00= lim ¥+ = lim ™" = Jim (223V1+272) = +o0
z—+oo V T ztoo VT z—+oo ¥ x——+00
N. 4

lim 222 —54+va1-33+1 _ oo _ lim 252" 14+/1-32z 3424 =3
zo+too T—l+Vaitz—2 0o zotoo® t—z 24V 1+z—3—2z—4
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Esercizi proposti (con soluzione).

bz—+/x

1. lim

3. lim Y2ELeVaT-1
z—too V1+ad+ V143

4. lim —y==L

a:—>+oox2+x72

Soluzioni N. 1

x5fi)

lim 22=vZ _ o _ ( Va) _ 5
T TR T el
VG e VE(YVETSD)
Jm TSt == i Sy =0
N. 3

$u8 114 Y1 oo __

lim — 2 fyp YVt g
Z— oo Y125+ Y1+x3 0 Z— oo VoS 1+ V311
N. 4

. Jo— . VI—z=T

lim y=b =2 = Jim Yl -1 —qf
s oo T 00 s too®(I+a~1-2272) 400

1.2.3 Forma indeterminata co — oo
Al primo step si riconduce tale forma alla 22. Consideriamo la funzione:

fla)=Vp)£ V(o) (11)

essendo p (z) e ¢ (x) polinomi dati dalla (1). Senza perdita di generalita, supponiamo che i
coefficienti di tali polinomi siano tali che:

lim f(z) =00 — 0 (12)

Tr——+00

La forma indterminata (12) si riconduce alla forma 2 razionalizzando in maniera opportuna
la funzione f (x). Piu precisamente, il fattore razionalizzante ¢ dato da:

r@) =3 D Ve (@) g () (13)

Si dimostra che:

Z ($>k+1 Np (x)N—k q (x)k—l N
dim V@) = Va(@)] 55 ==
Z ($>k+1 p (ac)ka g (x)kq
Esempi \ )
9
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1. lim (f’/x— —\3/%)

r——+00
2. lirf (q: + vt + 1)
3. lim (Va?+3z+12—1x)
r—-+00
Soluzioni
N. 1
Qui e:

pla)=u—1q(x) =2z, N=3, f(z) = Vp(2) - Vq(z) — oco—o0

r—-+00

La funzione (13) é:

3

r@) =3 DV (0) g ()

k=1

= \/(z — 1)+ /22 (z — 1) + V2,

donde:

(Vo —1- V) {W* V2w (e 1)+ Vo
lim f(z) = lim
T—+00 #—+00 m—|— W‘i‘ \3/%

o rx—1-2x
= lim ———
T——+00 T (J,‘)

! rz+1

im

e—toop2/3/1T — 201 4 22 4 22/33/2 (1 — 2~ 1) + V4
o3 (14 271

— lim = —(+00) = —©

v—too /T =20 T4 2+ §/2(1—a 1)+ V4 (o)

N. 2
Per ridurre la funzione f (x) alla forma (11), scriviamo: z = v/z4, donde:

f(@) = V/plx)+ Va(z),

essendo:

plz)=a'q(z)=a2"+1,N =4
Evidentemente:
lim f(x) =o00—00

Il fattore r () &:

10
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r(2) = i [<x4)4—k (934 . 1)k—1]
= V212 £ xs(x4+1)+m+m

= |2® + 2® Vet + 1+ 2| Vat + 1+ /(a4 + 1)°

Da cio segue:

f@)r(z) =xz|2®| + (x4 |2°]) Vot + 1+ (2 + 2 |z]) Vat + 1+ (z + |2]) (x4 +1)°
+ 2t 41

2n+1| —

Per x — —oco e Vn € N, |z —ux, per cui l'espressione precedente diviene:

f@)r(z)=—-2'+2'+1=1,

quindi il limite:

i L@@ 1 — o+,
g——o0 71 (T) +00
giacché r (z) — +oo.
N. 3
1ir£ (\/:r2+3:1:—|—12—93) = 00— 00 = liril (\/:1:2—1—3:r+1 —\/:F)

11 fattore razionalizzante é:

2
r@) = S (a2 + 30+ 127 (22)H
k=1
=Va2+3x+ 12+ |z] = Vat+3r+ 12+

Cio implica:

f(x)r(x) =3z + 12
-1
lim f(x)r(x) ~ lim 3+ 12z _
z—too 1 (2) e—+tooy/T + 301 + 1202+ 1

3
2

Esercizi proposti (con soluzione)

1. lim (\/5932 +2x+1-— 93)

T——+00
2. lim (Va?+2z+1—2)
T——+00

11
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3. lim (\/x2 —Ax 4+ 3 — /a2 —2)

T—+00

4 lim N/azN tbatct2e+ N V2215
" 25 Yoo 2z+ ¥ V2Z+5
funzione sia definita per x — —oo.

5. lim o (vVr—va+1)

con N parie > 2; a > 0,b, c coefficienti reali e tali che la

T— 400
. 2r—+V4z2 -1
6 hm ~ 35 5
T——00 z%—2

8. lim x(\/x2—12w+1—\/3x2+w+2)

9. lir+n (:zc + /1 — x?’)

Soluzioni N. 1

[= lim (VB2?+ 2z +1— x) = oo—o0; fattore razionalizzante: r (z) = v/5a? + 2z + 1+

r—+00
Quindi:
422 + 2 1
= lim —— 2 Lo (14)
r—tooy/bx? + 2+ 1+ x
N. 2
| = ligl (Va? + 2z + 1 —x) = 0o — oo; fattore razionalizzante: r (z) = va? + 2z + 1 + .
Quindi:
2 1
= lim r =1 (15)

zotoon/x?2 4+ 20+ 1+
N. 3
I = lim (Va?—42+3—V2a2—-2) = oo — oo. Il fattore razionalizzante ¢&: r(z) =

T——+00

V2 —4dx + 3+ Va2 =2

—4 + 371
[ =— lim or = -2 (16)
e—tooy/1 —4x—1 + 3224+ /1 — 222
N. 4 N N
. N/ azN +bz+ct+2z+ N V2245 00—00 . \ azN +bz+c
Risulta:

Y — lim lz| Va+ bat=N + cx—N
xﬂfoox <2+ Nfl/xg_N_i_E)xl_N)
N

ﬁ lim @

2 z——00 I

Na

2

12
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Il limite [&:

I=1-

s
Q

(17)

N. 5
lim vz (Vo — vz +1) = (+00) (0o —00) =00 — oo = lim (\/ﬁ—\/ﬂ—i—x)

r—-+00 T—+00
Fattore razionalizzante:

T(x):\/ﬁ—l—\/m

Il limite diventa:

e
[ = lim 18
$_’+OO‘/IL'2+‘/ZL‘2—|—ZL' ( )

1
= — lim

xr
ootoop (14142 1) 2

S R OO S0 o U N o i O
oo VTZ—2 r—oo @23V 1—20-2 Lo a?/3Y1-222

. _ 2__ _ N o1 . . . .
= lim Zpr—l — 2= 4 preferibile calcolare a parte il limite del numeratore:

[ “ Yim <2x —VA4x? — 1)

T—+00

_1'<ﬁ@—¢mfﬂ<ﬂﬁ+ﬂ@fﬂ

a0 VAaz? + /422 — 1
1 1

lim =
v—+oo/4x2 + /422 —1  +00

_O+

Quindi:

0t
[=— =0F (19)
+00
N. 8
l= lim z (Va2 — 12z + 1 — V322 + z + 2) = (—00) (00 — 0)

T——00

= lim (\/x4—12x3—|—x2—\/3:p4—|—x3—|—2x2):

r— —00

i (\/x4—12x3+x2—\/3x4+x3+2z2)(\/m4—12m3+m2+\/3m4+m3+2$2)

x_l,r_noo Vzi-12x3+224++/3xt +23 4222
4 3,2
= — lim 227413z +x = 400
ag_)_oon(\/1712x—1+x—2+\/3+x—1+2x—3) +
N.9
. . 3

[ = lim (x+ V1 —x3) =00 —00= lim <\/x3—|— V1 —:U3>

T——+00 T—+00
Fattore razionalizzante:

13
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r(@) = S0 (=1 @) (1 — ) (20)

k=1
=22 —avV1 -3+ /(1 —x3)2
La (20) implica:

@@ 1
/@)= r(z)  r(x) et 0 (21)

1.3 Funzioni trigonometriche (parte prima)

Come nelle sezioni precedenti si calcola il limite per “continuita”’, cioe sostituendo il valore
di xo nell’espressione analitica della funzione. Il caso piu semplice e quello in cui il limite &
immediato.

1.3.1 Esempi

L. lim tanz(l —cosz) = (+00) (1 = 0) = +o0

i 3—x _ 1 _ _
2. wllglJrsin(Qfx) =0 = T

3. lirg[6cosx—ln<cosx+ coszc—i>]:6~%—ln<%+ i—i>:3+ln2
Tz

4. lim el*®®!|cos x| = exp ( lim |cosx|> - lim |cos x|
z—ITT z—TF

s
2?*>2

= exp < 1iI£l+ (— cos x)) : lir£1+ (—cosz) =€ -0t =07t

z—I

s
r— p)

5. lim el*s®l|cos x| = exp ( lim cosx) -+ lim cosz =07
_ -
2

2

2
6. l= lim e%sin|z| = Hlk
k=1

z——27t
li = lim ™% ly= lim sin|z|;
z——27t r——21t

l; = exp ( lim sin :v) =0 =17t

r——21t
lo= lim sin|z|=0"
r——2r+
I=1"-0"=0".

14
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7.

2 2r
-0, 4/ ‘ -0.4
~-0.8 -0.8
= -1
'%‘J -1.2 -1.2
X->27"
3r 2
2
X
Figura 3: Grafico di —es"®
3
2 2
1 \ 1
0.8 0.8
< 0.6 0.6
o
(&)
0.4 0.4
0.2 0.2
X=->27"
—>
3 2 °
2
X
Figura 4: Grafico di cosx
3
[= lim [—e™®cosx(sinz+ 1) =||!
x—27 |: ( + )] H K
k=1
i = lim (—e") =—1%; ly= lim cosz=17; l3= lim (sinz+1)=1"

r—2m™ T—2m r—2m™
Per determinare il segno dei singoli limiti ¢ conveniente tracciare in un intorno di
xo = 2 il grafico delle funzioni con un software del tipo Mathematica, come riportato
in figura 3 e seguenti.

Il limite &: [ = (—=17) - (=1) - (=1) = =17 (fig. 6).

lim sinz

T— 00

Questo limite non esiste, in quanto la funzione sin x & periodica in R. Piu in generale,
se f(x) ¢ definita in (—oo,+00) ed ¢ ivi periodica di periodo T, non esiste il limite
di f per x+ — 4o00. Per dimostrare ’asserto procediamo per assurdo; a tale scopo
rammentiamo la definizione di limite (senza perdita di generalita consideriamo il caso

15
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2 27
1 / 1
0.8 0.8
4
s 0.6 0.6
c
»n 0.4 0.4
0.2 0.2
X->27"
3r 2
2
X

Figura 5: Grafico di sinz + 1

s
2
O —
-0.5
g -1
T .15
-2
3r 2
2

X

Figura 6: Grafico di f (z) = —eS"® cosz (sinz + 1)
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0
-1 0.5 0.5 1
4
Figura 7: Grafico di f (2) = sin +
T — 400):
lir+nf(x):l)<:>(‘v’5>0,35€>O:x>55:>|f(x)—l|<8 (22)

Per ipotesi f e periodica, quindi compie oscillazioni tra inf f e sup f, donde:

o linf f — 1|, per f(z)=inff
|f (@) 1 _{ lsup f — 1|, per f(z) =sup f

Risulta :

Jep =min{|inf f — |, [supf =]} >0:2 > 0., = |f () — | > &,

Ma cio contraddice la (22). Tale assurdo dimostra I’asserto. Nel caso speciale delle
funzioni trigonometriche, si conclude che non esistono i seguenti limiti:

lim sinz, lim cosz, lim tanz, ecc.

T—00 r—00 T—00

. limsin i
z—0 B

Questo limite non esiste. Per dimostrare cio, eseguiamo il cambio di variabile z — y =
z~!, donde:

lim sin — = lim sin y,
x—0 €x Y—00

che, in forza dell’esempio 8, non esiste. La funzione f (x) = sin (z™') in ogni intorno

di o = 0 compie infinite oscillazioni tra —1 e +1 compe possiamo vedere dal grafico
di fig. 7.
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-0. 1+

Figura 8: Grafico di f (x) = xsin % La curva y = f (z) giace tra le due rette di equazione:
y=u1x,y=—.

10. limzsin &
z—0 z

1

La funzione f () = xsinz~' non ¢ definita in x = 0. D’altro canto:

.1 .1
zsin—| < |z| <= —|z| < zsin— < |z (23)
T T

La (23) implica che:

: 1 .

limzsin — = lim |z| =0

r—0 x x—0
Intorno al punto x = 0 il diagramma della funzione compie infinite oscillazioni che si
smorzano per x — (0, come possiamo vedere dalla figura 8.

11. lima™ sin% conn > 1

x—0

Evidentemente: lirr(l)a:" sin% = lirr(l)x” = 0. In tal caso la funzione oscilla tra le due
r— r—

curve y = ", y = —a".

Kokk

Una particolare classe di limiti che si presenta nella forma indeterminata % puo essere risolta
con l'ausilio del limite fondamentale:
sin

lim
z—0 I

(24)

Il grafico della funzione f (x) = 7! sinx ¢ riportato in figura 11. Si tratta di un’oscillazione
sinusoidale inviluppata dalle curve y = 27!, y = —z~ L.
E facile rendersi conto che:

sinx

lim
r—oo I

—0 (25)

Per quanto detto, alcuni limiti di funzioni trigonometriche si riconduncono alla forma (24).
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Figura 9: Grafico di f (z) = 2?sin L.

6x10°

4x10°

2x10

-2x10

-4x10°

-6x10°

Figura 10: Grafico di f (x) = 23 sin

z"
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1.3.2 Esempi 2

1. [ = lim®nse
z—0

__ 1:, Sinbz
2. 1= glﬁli%sian

3. 1= lim®¥e
' z—0 o

4. | = limsintz
x—0

5. [ = limi=csz
z—0
6. ] = lim sin? z—sin2 zg
: A r—xo
7. 1= lim cos? z—cos? zg
T—x0

r—x0

8 | = lim sin x—sin xg
T—x0

T—x0
9. | = lim esz=Ccoszo
: A r—x0

134y l—cosx+sinz
10. I = L%E%l—cos:c—sinx

11. I = lim sin 2x—cos 2z

Tz tan x—tan xg

Appunti gratis ingegneria su www.riccardogalletti.com/appunti_gratis
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1.3.3 Soluzioni

N. 1
[=2= thSmB’“ cambio di variabile: y = 3x, quindi: [ = 311m512y =3

z—0 y—0

In generale.

sin \x

Im% =\ VA e (0,400) (26)

xTr— €T

N. 2

sinbz _ 0 __ 715 sin 5z 2z 5 _ 5
= il_{%mn%: -0 ili)%( 5z ) (sin2x) 272
In generale:
in A A

lim s?n - —, YA\, p € (0, +00) (27)
a—0sin ur i

N. 3

. 4
l _ hmsm x — (11mslnz) — 1
z—0 at z—0 T

In generale:
im 5 1, Vp € (—o0, +00) (28)
I 00, 00

N. 4

l—hm(“”)sm r=1-0=0

z—0

N. 5

| = hi%l ;osz — g

Come ¢ noto: cosz = 1 — 2sin? 5, per cui: [ = lim % = 21irr(1)i (Sir;%> = % Questo

x—0 Tr— 2

limite ricorre frequentemente tale da essere considerato un limite fondamentale:

. 1—cosxz 1
lim—— 2T _ 2 (29)
z—0 33'2 2
N. 6
S sinz—sin®zo __ 0 __ 1: (sin x—sin o) (sin z+sin xg)
[ = lim e =g = lim P

T—T0 T—T0

Per le formule di prostaferesi:

. . . [T —x T+ xo
smx—smxo:2sm( 5 >cos< 5 )

Quindi:
. sin . . . . .
[ = lim ,(c 20 ) cos (”210) (sinz + sin xo)] = 1-cosxp-2-sin xy = 2sin xg cos xy = sin (2z¢)
T—T(
N. 7
| = lim cos? z—cos? g — ] = lim (cos x—cos o) (cos x+cos o)
T—x0 L—Zo T—T( L—Zo

Per le formule di prostaferesi:

. T+ T T — T
cos:c—cos:coz—Qsm( 5 >cos< 5 )
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Quindi:

. 17:1:0
. sin . .
[ = —lim g_fo ) sin (Z£22) (cos z + cos xo)] = —sin (2x)
r—x0 5
N. 8
: sin x—sin xg : sin( I;zo ) T+x0
[ = lim 2BESWE0 — Jjy ) cos( 5 ) = CoS Tp
x—xg TTT0 T—T0
3
N. 9
sin(zizo)
[ = lim £B8L=CS20 — _ ]jim 2 sin(”“o) = —sinw
T—T T—Zo S 2 0
(0] T—T0 2
N. 10
| — lipp l=coszdsine _ 0 _ 1im251n2 Z42sinfcos € sin Z+4cos 2 1
T yoglecosz—sinz T 0 T IHOQSinQ%—Qsin%cos% T oLosing—cosg T
N. 11
_ 13 sin2x—cos2x __ 0
L= leHle tanz—tanzg 0

Per le formule di prostaferesi:

sin 2z — sin 2z¢ = 2sin (z — xg) cos (z + x¢)

Il denominatore:

Sin x cos xy — CcOos  sin xg

tanx — tanzxy =
COS T COS T

sin (z — xg)
COS T COS Tg

Quindi:

2sin (z — xg) cos (x + xg
[=lim |— ( ) cos ( ‘ )
z—wo | SIN T COS Ty — COS T Sin Ty

COS T COS Ty | = 2 cos 2xq cos® xg

Nell'ultimo passaggio si e tenuto conto della formula di sottrazione degli archi: sin (z — ) =
Sin x cos Xy — CoS T sin xg.

1.4 Infinitesimi ed infiniti (parte prima)

Sia X C R e xy punto di accumulazione per X tale che |zq] < +00. Sussistono le seguenti
definizioni:

(f () & un infinitesimo in z,) <2 (lim f(x) = o) (30)

T—To

(f () & un infinito in ) VLN (lim |f ()| = —|—oo)

T—To

Cio premesso, se f (z) e g (z) sono due infinitesimi in g, si consideri il rapporto:

(31)
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che per x — xg si presenta nella forma indeterminata %. Se tale rapporto e regolare, si puo
verificare uno sei tre casi seguenti casi:

0
lim R (z) = +00 (32)
e leR—{0}

Nel primo caso, f(z) tende a zero piu velocemente di g (z) e diremo che f(z) ¢ un in-
finitesimo di ordine superiore a g (x). Nel secondo caso, la funzione f (z) tende a zero
meno rapidamente di g (z) e diremo che f(z) & un infinitesimo di ordine inferiore a
g (z). Infine, nel terzo caso f (x) e g (x) tendono a zero con la medesima rapidita, per cui
diremo che f (x) e g (z) sono infinitesimi dello stesso ordine. Nel caso speciale in cui f
e g sono dello stesso ordine con [ = 1, si dira che f e g sono equivalenti e si scrive: f ~ g.
Ad esempio:

f(x)=sinz, g(z)==x
Abbiamo:
sin x

lim

x—0

=1, quindi per z — 0, € sinx ~ x
Infine, se il rapporto R (x) € non regolare in xg, si procede alla ricerca del limite:

(@)

== |g (z)]

e si applicano le definizioni precedenti nel caso in cui |R (z)| risulti regolare. Se il limite (33)

non esiste, si studia il comportamento di |f (z)|/|g ()| in un intorno di xy. In particolare
se esistono due numeri reali e1,e9 > 0 tali che:

, (33)

f
lg
diremo che f e g sono infinitesimi dello stesso ordine.

()]
()]

IEXQI(I())—{I()}:>€1§

S &2, (34)

XKk

In tutti i casi precedenti, si dice che gli infinitesimi f e g sono confrontabili. Di contro, se
R (z) e|R (x)| sono non regolari in y e se non ¢ verificata la disuguaglianza (34), allora si
dira che f e g sono non confrontabili. Ma se |R ()| ¢ limitato superiormente, si dira che
f € di ordine non inferiore a g.

Esempi

N.1

Consideriamo gli infinitesimi nel punto x = 0:

f(z) :xsin%, g(x)==x

Il loro rapporto e:

1
R (z) = sin -
() sin —,
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ed ¢ non regolare in = 0. Ma |R (z)| = |sin | < 1, donde f (z) = zsinz~" & un infinitesimo
di ordine non inferiore a g (z) = x.

N. 2

Consideriamo gli infinitesimi per x — +o0:

flo) =2 g =2

x
Il loro rapporto é:

R(x) =3 +sinx

Tale funzione e non regolare per x — 400, tuttavia e ivi limitata:

2<3+sinzx <4

Risulta quindi verificata una disuguaglianza del tipo (34), per cui f e g sono dello stesso
ordine.

N. 3

Consideriamo gli infinitesimi per x — +oc:

Floy="20 o) = 2 (3)
Risulta:
R(x) =tanz (36)

I rapporto R (z) € non regolare per x — +o0. Inoltre, non verifica una disuguaglianza del
tipo (34), né tantomeno ¢ limitato superiormente. Si conclude che i due infinitesimi (35)
sono non confrontabili.

N. 4

Consideriamo gli infinitesimi per z — 07:

f(z) = N*Va3 +222 + (A — 1) Vsinztan o
=z,

essendo A un parametro reale.

Determinare per quali valori di A 'infinitesimo f (x) ¢ di ordine superiore a g (z).
Soluzione

Calcoliamo il limite del rapporto:
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I 1 NV + 22 + (1 — 2)\) tan /zv/sinz
= lim
xz—07F x

Clim | VE T4 (1 — o) VT [sine
z—0t \/E

X

i | AE T4 (1 2y VT [sinT
z—0t \/E

A on41
-1y

X

L’infinitesimo f ¢ di ordine superiore a g se e solo se [ = 0, da cui A = 1.

sokok

Passiamo al caso in cui f e ¢ sono infiniti in xy. Ridefinendo R (z) = |f (z) /g (z)|:

lim R (z) =0 = f(z)@& un infinito di ordine inferiore a g (z)

T—To

lim R (z) = 400 = f (z) & un infinito di ordine superiore a g (z)

T—To

limR(z) =1€R—{0} = f(x) e g(z) sono infiniti dello stesso ordine

T—To

Utilizzando un linguaggio suggestivo ma efficace, possiamo dire - nel caso in cui lim U]

oo | 9)
+00 - che per x — 1z il numeratore f () ammazza il denominatore g (x) (definizione analoga
nel caso in cui il rapporto tende a 0). Anche nel caso degli infiniti, ¢ valida la definizione
derivante dalla (34) nel caso in cui il rapporto sia non regolare.

Per il calcolo del limite del rapporto e utile il seguente teorema.

Theorem 1 Siano f(x) e g(x) due infinitesimi in xqy tali che:
[ () = fi(z) + fa (z)
9(x) = g1 (x) + 92 (2),
essendo fa (x), go (x) infinitesimi di ordine superiore a fi (z), g1 (x) rispettivamente. Risulta:

(
o F @) i)
g () e (7)

(37)

Proof.
fo(x)
f@) [ A@IT RS
lim ——<~ = lim

z—z0 ( (;L’) z—xo | g1 (SL’) 1 + g2(z)
g1(z)

= A lim h (:v)’

a—w0 gy (1)
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essendo:

fa(z)
A:hm——%%—:L
T—T0 1_|_ (D)

poiché per ipotesi, fs, go sono infinitesimi di ordine superiore a fi, g; rispettivamente:

lim £ (z) = lim 9 ()
a=wo fi (z)  e—a0 g (2)

=0,

donde 'asserto (37).

Tale risultato si esprime dicendo che nel limite per z — x( ¢ lecito trascurare a numeratore e
denominatore gli infinitesimi di ordine superiore. Tale teorema ¢ noto come principio della
sostituzione degli infinitesimi:

Theorem 2 [l limite del rapporto a primo membro della (37) conserva il proprio valore
aggiungendo o sottraendo a numeratore e denominatore, infinitesimi di ordine superiore a f
e g rispettivamente.

Procedendo nel caso degli infiniti, abbiamo il:
Theorem 3 Siano f (x) e g (x) infiniti in xy tali che:

f(@) = fi(z)+ f2 ()
9(x)=g1(x) + g2 (2),
essendo fo (), go (x) infiniti di ordine inferiore a fi (x), g1 (x) rispettivamente. Risulta:

lim M = lim fi (@)
g (@) g (@)

(38)

Proof.
f2(z)
. f( ) f1($)1+f?(w)
lim =1
a=z0g (x)  amao | g1 (7)1 4 22
g1(z)
— Atim 21
z—w0 gy (1)
essendo:
fa(z)
A= lim | —2 =,
oL+ g1(z)

poiché per ipotesi, fs, go sono infiniti di ordine inferiore a fi, g; rispettivamente:

. f2($)_. g2 ()
AR @) g (@)

=0,

donde l'asserto (38).

Tale risultato si esprime dicendo che nel limite per z — z( ¢ lecito trascurare a numeratore
e denominatore gli infiniti di ordine inferiore. Alternativamente, diciamo che per x — xq la

funzione f (z) si comporta come f; (z).
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$okk

Sia u (z) un infinitesimo in x( e definito positivo intorno a tale punto. Quindi:

limu(z) =0

T—x0

Al (xg) = (xog — 0,20+ 0): € X NI (x9) — {2} = u(z) >0
Evidentemente:

Va € (0,+00), limu (z)* =0,

T—xTo

In altri termini, se la funzione u ¢ un infinitesimo in z( tale e la funzione u® con a > 0.
Inoltre se 8 € (0, +00) — {a}:

a> = lim 7 = limu (z)l* P =0 (39)
T—T0 ($) T—T0
a<ﬁ:>hmu(w> = lim ———— = 40
8 |3—al
el (o)

La seconda delle (39) si giustifica osservando che se f ¢ un qualunque infinitesimo, allora la
funzione reciproca 1/f ¢ un infinito, e viceversa.

Cio premesso, sussistono le seguenti

Definzione

Il numero reale positivo a € 'ordine dell’infinitesimo u® rispetto all’infinitesimo wu.
Definizione

Se f & un infinitesimo, diremo che f ¢ dotato di ordine se esiste un numero reale pos-
itivo « tale che gli infinitesimi f e u® siano dello stesso ordine. Chiameremo « ordine
dell’infinitesimo f. L’infinitesimo u ¢ denominato infinitesimo di riferimento.

E consuetudine assumere come infinitesimo di riferimento la funzione:

u(x) = |z — x|, con |zg| < 400 (40)

Esempio

Stabilire I'ordine dell’infinitesimo f (z) = (z — 1)* + (z — 1)> + (z — 1)* per # — 20 = 1.
Soluzione

Assumiamo come infinitesimo di riferimento la funzione:

u(@)=la 1] (41)

L’ordine « dell’infinitesimo f deve verificare la condizione:

lim f (@)

i (2)°

=140 (42)

Il limite destro é:
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Il limite sinistro:

(x—1)4+(x—1)3+(x—1)2

lim
o1t (z—1)"
A A
= hm S E—
t—0t to

= lim (t4_a + 37 4 t2_a) =l a=2

t—0t

lim /(@)

z—1"U (.ﬁﬁ)a

— lim (z—D'+@—17°+@x—-1)>
o—1- (x —1)°

Le (43)-(44) implicano:

G _

Si conclude che f(x) ¢ per z — 1, un infinitesimo di ordine 2.

Sia v (z) un infinito in zy e definito positivo intorno a tale punto. Quindi:

lim v (x)

T—xTo

Al (xg) = (xog — 0,20+ 0): € X NI (x9) — {2} = v(x) >0

Evidentemente:

kokk

:+OO

Va € (0,400), limwv(x)* =0,

Tr—T0

#0<—= a =2

In altri termini, se la funzione v € un infinito in z( tale e la funzione v® con a > 0. Inoltre

se f € (0,400) — {a}:

T—T0 ) (I)W—Cﬂ -

Cio premesso, sussistono le seguenti

Definzione

Il numero reale positivo a ¢ 'ordine dell’infinito v* rispetto all’infinito v.

Definizione
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Se f € un infinito, diremo che f ¢ dotato di ordine se esiste un numero reale positivo «
tale che gli infiniti f e u® siano dello stesso ordine. Chiameremo « ordine dell’infinito f.

L’infinito u & denominato infinito di riferimento.
E consuetudine assumere come infinito di riferimento la funzione:

v(x) = |z — x|, con |zo| < 400
Esempio

Stabilire 'ordine dell’infinitesimo f (x) = (x_1)4+(x_11)3+(x_1)2 per r — xo = 1.

Soluzione
Assumiamo come infinitesimo di riferimento la funzione:

1
vl@) =

L’ordine a dell’infinito f deve verificare la condizione:

f(x)

li =
w21y (2)° L#0
Il limite destro e:
lim / (xl
e—1+v (2)
= lim 1 (@~ 1)3 :
=1t (x — 1)+ (z—1)"+ (z — 1)
-1~
= lim 1 @ >73 2
=1t (= 1) [14+(x—1)"+ (x—1)"]
. (.T . 1)04—4
= lim s=1leR-{0} <= a=4

=114 (z—1) P+ (x— 1)

Il limite sinistro:

[ (=)

J T

— — lim . (x—1)3 s =1lcR-{0} <= a =14
=z —1) + (z— 1)+ (z = 1)

Le (50)-(51) implicano:

%ﬁizrllvf((;lé:lER—{O}@azél

Si conclude che la funzione f &, per z — 1, un infinito di ordine 4.

sokok
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Sia f un infinitesimo in xy e u l'infinitesimo di riferimento. Sussistono le seguenti definizioni:

(f (z) & di ordine infinitamente grande) &, (‘v’a € (0,+00), lim f((x))a = 0) (53)
T—xoU \T

(f (x) e di ordine infinitamente piccolo) &, (‘v’a € (0,400), lim ]f((:c))a] = —i—oo)
T—xo U (T

kokosk

Sia f un infinito in xg e v U'infinito di riferimento. Abbiamo le seguenti:

(f (x) e di ordine infinitamente grande) &, (Va € (0,4+00), lim ]f((:c))a\ = —|—oo)
T—x0 U \T

(54)

(f (z) & di ordine infinitamente piccolo) &, (Va € (0,+00), lim vf(gl = 0)
T—x0

1.4.1 Esercizi proposti sugli infiniti e infinitesimi
1. Determinare (per x — 0) l'ordine dell’infinitesimo:

1042

f(x)::c—l—l

2. Determinare (per x — 0) ordine dell'infinitesimo:

f@) = o+

3. Determinare (per z — 0) l'ordine dell’infinitesimo:
flz)= Va2 — Va3

4. Determinare (per z — 0) l'ordine dell’infinitesimo:
f(z) =sinz —tanx

1.4.2 Soluzioni degli esercizi proposti

N. 1

Assumiamo come infinitesimo di riferimento la funzione u (xr) = x. Quindi l'ordine « (se
esiste) dell'infinitesimo f & tale che:

11—«
lim L piim S e R— {0} e a =1
z—0u () a—0x + 1

N. 2
Con le solite posizioni:
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o fl@)
lim 5 = lim
z—0U (x) z—0 T
N
) r4+axn \"
= lim
7—0 rno
o1 _1 n
T (a:l n —+ 1>
= lim
7—0 rno

3=

1 n—1
et (7 1)

1 1
=leR-{0} = - —na=0=a=—
n n

Alternativamente vediamo che per z — 0, = ¢ di ordine superiore rispetto a /", quindi:

N
= 1
_ (m T ") . an?
lim—-—
z—0 re z—0 % n2
N . o1 Teo s N . . < n ” n2 . c e s
Piu precisamente, il limite e 1 quindi per x — 0, ¢ {/x + {/x ~ "/x. Nelle applicazioni cio
. . . .. . n - n2
si esprime dicendo che nel limite per z — 0, la funzione {/z + /z va come ™/x. Da un
punto di vista geometrico la curva di equazione y = ™/x approssima nel limite x — 0, la
curva y = {/x + {/x (figura 12)
N. 3
Procediamo in maniera simile all’esercizio precedente.

M

) ,"/xZ _ ,"/x?)
im—
z—0 xr<
2 1
Tn <1 — a75>
=lim——~
z—0 T
. 2—na 1
= limx =~ (1 — xn)
z—0
2
#F0<—= a=—
n

Y

cioe per x — 0 la funzione vx? — V3 va come v/ x2.
N. 4
Dobbiamo determinare il limite:

sinx —tanx
m—
z—0 re

Abbiamo:
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1.6 T T T T

Figura 12: Grafico di f (x) = \/2 + /z (curva continua) e g (z) = /z. Nel limite x — 0 le
due curve sono coincidenti.

sinz —tanzx

z—0 T

. sinx tanx
= lim —
x—0 x x

:hmsinx 1 —cosx 1 40 e 0=
z—0 2 2 COS T

Si conclude che per x — 0, la funzione sin x — tan z € un infinitesimo del terzo ordine.

1.5 Funzioni trigonometriche (parte seconda)
1.5.1 Risoluzione delle forme indeterminate per confronto tra infinitesimi
Esempi

4
. sin® x
L. lli)r(l)lfcosx

9. lim—sinlz
© 250 (1—cosx)?

3. lim—sintz
" 20 (I—cos)?
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4. Determinare il limite

nei seguenti casi: (n=1,m=1),(n=1,m=2),(n=2,m=>5).

Soluzioni
N. 1

I limite si presenta nella forma indeterminata 3. Poniamo: f(z) =sin*z; g (z) =1 — cos .
Tali funzioni sono infinitesime in = 0. Assumiamo come infinitesimo di riferimento la
funzione u (z) = x. Quindi determiniamo l'ordine di f e g. Evidentemente:

f(z) . sintz

~ = lim =leR-{0} <= a=1

z—0 ¢ o

)
0w (v)

Quindi f € un infinitesimo di ordine ov = 4. Passiamo alla funzione g ().

i 9 (@)
()

. l—cosz
= lim

xz—0 T

sin? £
= —2lim 2
z—0 ¢
=leR-{0} <= a=2,
cioé g e un infinitesimo di ordine f =2 < a = hH(l)% =0.

N. 2
Poniamo: f (z) =sin*z, g (z) = (1 — cosz)?, quindi determiniamo l'ordine di g.

i (@)
A )"

2
. (1 —cosx)
=l
z—0 xre
4z
sin® 3

= —2lim
z—0 %

=l eR-{0} <= a =14,

Cioe o = 3, donde il limite e finito.
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N. 3
Utilizzando i simboli precedenti con g (z) = (1 — cosz)®, risulta g (z) = 16sin* (2/2) che &
un infinitesimo di ordine = 8 > «, donde:

. sin*
hmi4 =00
=0(1 — cosx)

N. 4

(n=1,m =1). 1l limite & lim1=C=z
r—0 anx
Poniamo: f(z) =1 —cosz;g(x) = tanx. La funzione f ¢ un infinitesimo di ordine o = 2,
mentre la funzione g ¢ un infinitesimo di ordine 3 = 1. Si conclude che:
1 —cosx

lim—— =
z—0 tanx

(n=1,m=2)
Ridifenendo ¢ (z) = tan®z, risulta: ¢ infinitesimo di ordine 8 = 2, donde il limite ¢ finito.
Determiniamolo:

(n=2,m=2>5)
Ridifenendo f () = (1 — cosz)®, g () = tan® z, risulta: f infinitesimo di ordine a = 4, ¢
infinitesimo di ordine 5 = 5, donde il rapporto diverge per x — 0.

Esercizi proposti (parte prima)

ton Sinx
1. hm =2

x—0

: sin 2x
2. 31611)%:1: Ccos T

3 hmxfsinm
20 7

. r—sinx
4. };E% x+sinx

: 3x+tan x
5. i{% sin x+tan?

6. lim 2sin z(1—sinx)

2
20 3cos? x
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7. lim oo’ e

z—0 X SInx CosSxT

. tanzsinZ
8. limring
10 l—cosz

9 hm v 1—cosx
’ z—0 z

: rsinx
10. il_{% 14cosx—2cos?

11. lim sin x4cos x—1
T 250 z

3

12, lim —=

7—0 tanx—sinx

13. lip 4=sine)’

PO cosx

14. lim sin(z+a)—sina

z—0
15. lim cosz=cosa
: r—a r—a
16. lim —A=sinz ___

T T g 1)
Z‘—>§ COSs ZB(COS ) Sin )

17. lir% (Inz — Insin 2x)
18. lim 3sin2z+s’,linzf4

™ -
— 2
xT B)

19. lim A==

20. limz cot? x

z—0

21. lim tanx (1 — sinx)

us
:1}—>2

22. lim Zsine

200 2x—sinx

Soluzioni N. 1
Si risolve per confronto tra infinitesimi: sinz ¢ di ordine o = 1, 22 & di ordine 3 = 2, donde:

sinx

lim 5% = oo

z—0

N. 2

lim sin 2x — 9lim (sm2z 1 ) =—92.1. 1 =9
r—QTcosT r—0 \ 2T cosw 1

N. 3

lim2==inz — 8 — Jim (1 — 22) =1 — [im322 =1 — 1 =0
z—0 ¥ z—0 z z—0 T
N' 4 . 0 _sinx 1-1

s x—sine _ 0 __ s z  _ 1=-1 __
il_)n%z-i-sin:c -0 E_)I%H_% o141 T 0

N. 5
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3+tanx 341

: 3xttanx __ 0 __ 71; z — —
i%sina:—i—taan 0 ili% —Si;z—l——Si;I'—iiOnS; o 1+1'% =4
N. 6
. 2sing(l—sinz) _ _ 0 _ 2y; sinz(l—sinz) _ 27: 2sinz(l—sinz) 2 sinz 1
ili% 3cos2z 0 3}311)% 1-sin?z 3&%(1fsinz)(l+sinx) " 31l+sinz = 3
N. 7

l-cosBz __ 0 _ i (1—CosJ:)(l—l—cosa:-l—cos2 x) o
Zpxsinzcosz 0 1T zsinx cos o
_ limQSm (1+COSI+COS I) = lim lSin% . 14cos z+cos? z _ 3

z sin £ cos £ cos z cos Z cos
z—0 2 2 2 z—0 \ 2 926 320 2
N. tsatnxsin% 0 . 22 tanz Sing 1 1
lim 288505 _ 0 _ iy _tane S5 1) _9.q. 1
r—0 l—cosz 0 2—0 \1—cosz T 3 2 2
N. 9
lim Vi—cosx _ 0 _ — lim l—cosx cosz lim l-cosz __
z—0 z z—0 z—0
N. 10
1 rsinz _ 0
! Z_}(l)m 1+cosz—2cos?2x ~ 0
Dividiamo numeratore e denominatore per z?:
sinx sinx sinx I
l - ‘l‘ll’r%) 1+cosx—2200s2x - ili’r%) 1—cos? x+cgsx—c052x - }311)1(1) l—co2st+cosx—0032x - l2
T x x x
Calcoliamo il limite a denominatore:
. eng2 eos? . eng2 . C1aain?

ll — hml cos z+;gsx cos*x __ hml cos® T + i S8 Il;rsm z _

z—0 x—0 z—0
— lim [1 cosw (1 +COS$‘)] + lim ( 1— —cosz 4 sin2x> 1 (]_ + 1) + (_l + ]_) 3

70 z2 20 x? z2 2 2 2

=1 =2

la 3
N. 11
hmsinzqtcosxfl 0 _ — lim (smx + cos:vfl) _ ll + l2 essendo: ll — hmsmx =1 l2 — hmcoszfl
z—0 0 z—0 z z ’ —0 * ’ z—0 ¥
Abbiamo: lim COS; = limz 25— l=0.l=0=1=1

z—0 x—0
Alternativamente: hmo cose_l _ giacche la funzione cosx — 1 & per x — 0, un infinitesimo
Tr—
del second’ordine.
N. 12
3

lim—2* =0 limo L = limesr = L =9
rotanz—sinz 0 70 " Colsx —snz 250 s;ngac (Colsz ,1) 1.%
N. 13

. 1—sinz)? . . . . Loy
[ = lim % = 2. Eseguiamo il cambio di variabile: z —y =2+ 5

z—Z

2

. (1—cosy)? . . e
l= hm% = 2. Procediamo per confronto tra infinitesimi:

y—0

fly)=(1—cosy)®,g(y) =siny

Siano « e (§ gli ordini di f e g rispettivamente. Manifestamente ¢ § = 1. Determinimo «:

FW) (L= cosy

«
e a——p =AeR-{0}<=-=2=a=4

2

f e infinitesimo di ordine 4, donde [ = 0.

N. 14
_ sin(z+a)—sina __ 0
= e

Per le formule di prostaferesi:
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. . . T T+ 2a
sin (z + a) —sma:2sm§cos

2
Quindi:
. sin § x4+ 2a
[ = lim | ——= cos =cosa
z—0 3 2
N. 15
| = lim e8x=cosa _ 0

r—a r—a 0

Per le formule di prostaferesi:

. T +a . r—a
cosx — cosa = —2sin (T) sm( 5 )

Quindi:
. sin (—m;a) (x+a )
[ = —-2lim | ——=2%sin = —sina
T—a z—a 2
L 2

N. 16 _
I = lim l—sinz _ 0 _ lim l—sinx . cos gHsing | lim (1—sinx)(cos%+sin%)

- ™ cosm(cos Z _sin i) 0 ™ cosm(cos Z _sin 1) cos g+sing [ T ™ cosm((:052 Z_gin? 1)

T—g 2 2 =5 | 2 2 2 2 z—Z 5 s

2
o— cos®x a1 coslx ||z—T 2

' '

—sinz)(cos Z+sin Z 1 — si
= lim u (eos 5+ 2>] = {limﬂ] {lim (COS%-FSinE)}

l1 l2
Per la determinazione di /; eseguiamo il cambio di variabile: © — y = x + 7, per cui:

. 1 —sinzx
[{ = lim —
a—Z COS? X

. 1 —cosy
= hmf
y—0 smn”y

l—cosy
. y2
=lim—— =
y—0 sin“y
y2

N —

Il limite Iy ¢ immediato:

2 2
Finalmente:
V2

l - lllg - 7
N. 17
iiir(l] (Inz —Insin2z) = 0o — 0o = glﬂil%ln (5) = lnglﬂilnshf% =—1In2
N. 18
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3sin? z4sinz—4 __ 0
z—Z -

[ = lim 0

s -
— = 2
xT )

Cambio di variabile: x — y =z — Z:

3cos?y + cosy — 4

[ = lim
y—0 Yy
. 3—3sin’y +cosy —4
= lim
y—0 Yy
1— in?
— _lim— Y gy MY
y—0 Yy y—0 Yy

L’ultimo passaggio si giustifica osservando che 1 — cosy e sin?y sono infinitesimi del sec-
ond’ordine per x — 0.

N. 19
| = lim l-sinz __ 0
=
Cambio di variabile: z —y =0 -5 =1 = hH(l)H# =1
y—)
N. 20
; 2 . — 13 T 1 _
lim.z cot x—O'oo—glc%(m'm) =0
N. 21
[lim tanz (1 —sinz) =000

2
Cambio di variabile: x — y =z + 3

— lim | ¥ (1 — — i Y l-cosy) _.1.71.1=
l_ll,li% sy (1 Cosy)}—ilir(l)<ycosysmy i >—0 1-1-5=0

N. 22 ,
. H sin x
hm T+sinz — hm 1‘*‘% — 1+x1i>ngo z 140 _ 1

2r—sinx g—sinz 2— lim stz 7 2-0 T 2
z—00 z—00 © pm =

Esercizi proposti (parte seconda)

. sinwx
L. ;}«LH% sin 37w

2. lim z sin %

T—00

3. lim z"sin X, con n € N—{0,1}

T—00

4. lim 2™ (sin %)", con n € N—{0,1}

T—00

3 COS r—COoSs a
5. lim ===

: tan Tz

7 lim sin(z+h)—sinz

h—0 h
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. sinx—cos «
8' hi% l1—tanx
Ty

9. alﬁlﬂfﬁ(l — r)tan 7

10. lim cot 2z cot (g — x)

z—0

. l-sinZ
11. lim——*
z—0 T

12. lim 1=2cosz

x*}% T—3x

13. lim cesma—cosnx
' x—0 z?

14. lim tan x—sinx
" 250 3

15 lim &e sinx
© 20 z

: arctan
16. 91511% sin 3x

2

17. limi=z

r_s18inmTT

s r—sin2x
18. 91511% z+sin 3z

. sin(%)
19. lim =7

20. lim i=veose

2

x—0 x
21 hm V14sinz—+1—sinz
' x—0 z

Soluzioni N. 1

_ s sinmz __ 0
l= alcliﬂsin&rac )

Eseguiamo il cambio di variabile: * — y = mx — 7 per cui:

sinTtr = —siny; sin3wx = —sin 3y

Il limite diventa:

N. 2
Gia conosciamo il limite di f(x) = xsinz™! per z — 0. Precisamente, tale funzione ¢ ivi
infinitesima. Di contro, per x — oo tende a 1. Infatti, eseguendo il cambio di variabile:

1
x—>y:;, (56)

si ha:
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Figura 13: Grafico di f (z) = zsin <. Per |z| < 1 il grafico oscilla tra le due rette y = z,y =
—T

sin y

lim z sin — = lim =1
T—00 €T y—0 Yy
Il grafico di f (z) ¢ riportato in figura 13
N. 3
Eseguendo il solito cambio di variabile:
1 :
lzhm( 1'smy)
v=0 Ny Y
i 1
= lim—— = 00
y—0y"—
Per n = 2 il grafico della funzione f (x) = z?sinz~! oscilla tra le curve y = 2%,y = —a? per
tutti i valori di = tali che |z| < 1 (figure 14-15) .
N. 4
Eseguendo il cambio di variabile (56):
b
[ (m,n,p) = limw (57)
y—=0 y
Per (m,n,p) = (1,1,2):
.9
1(1,1,2) = lim—= Y — ¢
y—=0 y

Il grafico di f (z) = wsin? 27! per |z| < 1 compie oscillazioni tra l'asse = e la retta y = ,
come possiamo vedere dalla figura 16.

Di contro, ¢ visibile Iasintoto orizzontale y = 0 nel limite |z| — +oo (figura 17).

Per (m,n,p) = (1,2,2):
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Figura 14: Grafico di f (z) = #?sin 1. Per |z| < 1 il grafico oscilla tra le curve y = 22,y =

—2.

Figura 15: Grafico di f (z) = 2%sin i Nel limite per x — oo presenta due asintoti obliqui:

y=x,y=—x.
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0.1t

0. 05

-0.1 dl 0.05 0.1

-0. 05¢

-0. 1+

Figura 16: Grafico di f (z) = zsin® 1. Per |z| < 1 il grafico oscilla tra le curve tra l'asse =
e la retta di equazione y = x.

Figura 17: Grafico di f (z) = xsin® L nel limite |z > 1
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X

1 -0.5 0.5 1

Figura 18: Grafico di f (z) = 2?sin —. Per |z| < 1 il grafico oscilla tra le curve tra l'asse z
e la curva di equazione y = 2.

a2 2
1(1,2,2) = lim 22 7)
Y 9 y—>0 y

~ Iy [y3 sin (%) - (Smy(g 2))2]

=0

Per (m,n,p) = (2,2,2):

. 2 2
= lim [:tf (Sm gy )) ]
y—0 Yy
=0
Il grafico di f (z) = 2%sin? 272 per |z| < 1 compie oscillazioni tra 'asse z e la curva y = 22,
come possiamo vedere dalla figura 18.

Di contro, ¢ visibile I’asintoto orizzontale y = 0 nel limite |z| — +o0 (figura 19).
Per (m,n,p) = (5,3,3)

3,3
1(5,3,3) = hmsm gy )

y—0

Y
3
- <sm (y?) >
y—0 y3
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3 ) 1 1 2 3

Figura 19: Grafico di f (z) = 2?sin® 5 nel limite |z| > 1

N. 5

lim Cosz—cosa _ 0

ra r—a 0

Formule di prostaferesi:

. . . T—a T+ a
sinx —sina = 2sin Ccos
2 2
Implica:
. COST — CoSa ] sin #5¢ T+ a

lim——— = lim ——— COS = cosa

r—a Tr — Qa r—a T 2
N. 6

. tanmz __ 0

l B xli>r£12 z+2 0

Cambio di variabile:

mr =y —2m

La (58) implica:

. tany
[ = mlim =7
y—0 y
N. 7
_ 1:..sin(z+h)—sinz 0
= }Llﬂ%f —0
Formule di prostaferesi:
: : a—03 a+p
sina — sin 3 = 2sin 5 coS 5

Implica:

= COS T

- h
sin 2 2 h
l:lim[thos(aCjL )
h—0 3 2
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N. 8

lim SBE=COSE — iy (SML_COST (o6 5) = — |im cosz = —g
x_)% —tan>x x_)% COST—sSsInx 2?—7%
N. 9
lim (1 —z)tanZf =0 00
z—1 2
Cambio di variabile: v — y =7 — Zu
lim (1 — z)tan 2% = 2limytany = 2 -1 = 2
r—1 ( ) 2 ﬂ-yaoy Yy ™ ™
N. 10
lim cot 2z cot (g — :L‘) =0-00=lim (—CF)S;”C —s‘”) = lim (72 cos 2 —Sm””) = %lim—COSQQ”” = %
T— z—0 SIn 2r COs X z—0 SIN XV COS T COS T OCOS x
N. 11
in &
[ =lim =22 — 0
0 T2 0
. . .- . l—cos¥ . l—cos¥
Cambio di variabile: x+ —y=7m—2r = [ = lim——=2 = ihm—f = i -0=0
y—0 Y y—0 (%)
N. 12
| = lim 1-2cosz _ 0
xa% T—3x 0
. . . . . . E o . E o . l ﬁ . . .
Cambio di variabile: r — y = § — x = cosz = cos (3 y) = 5 cosy + 5 siny. Il limite
diventa:
1 /.. 1 —cosy . sin y \/§
=< | limy——— — limv/3 = ——
3 \y—0 Yy y—0 Yy 3
N. 13
| = |jm Cesmz—cosnz _ 0
z—0 0

Per le formule di prostaferesi:

cosmx — cosnxr = —2sin (m+n)z sin (m—mn)x
2 2
Quindi:
L= i | 8E5) (m? = n?) sin (*51)
0| 2 mfn
n2 — m?
T2

In figura 1.5.1 & riportato I'andamento di f (z) = 272 (cosmx — cosnz) per diversi valori di
m,n € N con m # n.

N. 14
. o . sinz(—-1 . o
l — llmtanx331n:v — % — hm (Co;ac ) — hm (smx 1 cgsx 1‘ ) =1. % .1 = %
r—0 x z—0 x z—0 T COosS T
N. 15
1 arcsinz __ 0
== =0
Cambio di variabile: + — y =arcsinz = = = siny. Quindi: [ = lim=%- =1
y—0SnY
N. 16
arc tan 2z
i~arctan2z 0 _ 27 0T o 2
}rli% sin3z ~ 0 3}}1{1 % -3
N. 17
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[ =liml2 =0 = |jy =00
rs]SinTz 0 »_]1 sinmz
Cambio di variabile: z — y =7z — 7 = | = 1lim | L (24 £)| =2
Wyﬁo smy ™ ™
N. 18 .
_ 1:x—sin2x __ 0 __ 1: 1*23”2‘1230 _1-2 _ 1
l= ilir(l)ar-i-sin?m: —0 E{%H?,—S“S‘jx 13 4
N. 19
= lim ) _ o
1 1=V 0

Cambio di variabile: x — y = 7 — & =

. . _2 .
[ = lim—S08__ — Jim ( Sy ZVIZe¥ ) rgy sing (1 +4/1— 29) =
y—01—/1-2y  y—0 \ 1-/1-2y 14+4/1-2y 2y=0 Y ”
N. 20

l _ hm 1—y/cosx _ 0 _ hm 1—+/cosx . 1+4++/cosx _ 1,1 _ 1
20 2 0 2—0 2 14++/cosz 2 1+1 4
N. 21
~ 1:ooA/14sinz—/1—sinz __ 0 __ 71: V1fsinz—y/1—sinxz +/14sinaz4++/I—sinz \ __
{=lim =2 = lim - _ _ =1
20 T 0 70 x V1+sinz++/1—sinz

1.6 Regola di De L’Hospital

Siano f (z) e g (x) due funzioni reali di variabile reale e sia xy un punto di accumulazione (al
finito o all’infinito) per i rispettivi insiemi di definizione delle suddette funzioni. Supponiamo
inoltre che siano verificate le seguenti ipotesi:

1. f e g sono entrambe inifinitesime o infinite in z.

2. f e g sono entrambe derivabili in un intorno di z( escluso al piu xg, ed in tale intorno
g ¢ priva di zeri.

3. Il rapporto delle derivate f'(z) /¢’ (x) & regolare in xy.
Le ipotesi 1-2-3 implicano:

@) [ (@)
Mg g ) )

Esempi
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Calcolare il limite:

[ = ili% o (60)
Poniamo: f (z) = V2 — /7; g (v) = 2* — 4. Applicando la (59):
] 0 I 1 1
= — = — 11 = —
0 H 2-24xy/1 8v/2
In figura 1.6 sono riportate le curve y = f (z), y = g (x) e le rispettive rette tangenti.
Kok
Calcolare il limite:
[ = lim " (61)
x—0

Poniamo: f (z) =sinz; g (x) = z. Applicando la (59):
l=—-=Ilimcosz =1
0 H z—0

In figura 1.6 sono riportate le curve y = f(z), y = g (x) e le rispettive rette tangenti: le
curve y = sinzx e y = x hanno la medesima retta tangente nel punto (0, 0).

kokosk
Calcolare il limite:
[t 1—coszx (62)
T 22

Poniamo: f (z) =1 —cosz; g (z) = 2%. Applicando la (59):
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1.4
1.2
1,
y=X
0.8/ .
y=sin(x)
0.6/
0.4}
0.2
0.2 0.4 0.6 08 1 1.2 1.4 %
y
0.3/
0.
-1 0.5 0.5 1 X

In figura 1.6 sono riportate le curve y = f (), y = g (x) e le rispettive rette tangenti. Da
tale grafico vediamo che y = 1 — cosz e y = 2% hanno in (0,0) la medesima retta tangente
che si identifica con 'asse delle ascisse, per cui il rapporto tra le derivate si presenta nella
forma indeterminata 0/0. In questo caso possiamo ricorrere nuovamente alla regola di De
L’Hospital, passando alle derivate seconde:

. sinz . cosx 1

lim = lim = -

x—0 23;' H z—0 2 2
In figura 1.6 sono riportate le curve y = f (z), y = g (x) e le rispettive rette tangenti.

kkk
Calcolare il limite:
= im )
219 ()

essendo: f (z) = 2% — 222 +2x —1; g(x) = 23 — 7T2? + 7Tx — 1. Abbiamo:

. [ (x) 3P —dr+2 1
lim =lim———mMM— =
z—1g' (x) 20322 — 1dx + 7 4
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1.5¢ y:2X

0.5¢ y=Si n(x)

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

y=x3-2x2+2x-1

y=3x3-7x%+7x-
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y=sin(yx -
0.5
: : : : X
1.2 1.4 1.6 1.8
-0.5¢ TIX
y:cos(7>
-1t

Figura 20: In questo caso la retta tangente a y = f (x) si indentifica con I’asse y.

In figura 1.6 sono riportate le curve y = f (z), y = g (x) e le rispettive rette tangenti.

KKk

Calcolare il limite:

I C)
M@

essendo: [ (z) =sinv/z — 1; g (z) = cos (Z£). Abbiamo:
I (x) 1. cosvr —1 1 1-

lim ——= = —— lim = = —00

H a1t g (x) Ta—1+sin () Vo —1 710+

In figura 20 sono riportate le curve y = f (x), y = g (z) e le rispettive rette tangenti.
Calcolare il limite:

Y

0
[ = —
0

Y

essendo: f (z) = sin+/z + 2%; g(x) = tanz. Abbiamo:

!
lzgz limf(gc): lim cos x+2x cos? 1 = 400
0 Hao1vg' (z) a1+ \ 2¢/x

In figura 21 sono riportate le curve y = f (x), y = g (z) e le rispettive rette tangenti.

KKk
Calcolare il limite:
f ()

[= lim 22
corar g (z)

50
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1.75;
1.5¢

=t an (
1.25;

y=si n (\/x +x?)
0.75¢

0.5¢
0. 25}

X

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 21: In questo caso la retta tangente a y = f () si indentifica con I'asse y, quindi il
rapporto diverge.

essendo: f(z) = |2* — 1| — 222 — 1; g(x) = v/2+x. 1 limite si presenta nella forma
indeterminata 0/0. Per applicare la regola di De L’Hospital valutiamo a parte la derivata di
f(x). A tale scopo osserviamo che:

fl@)=2"—22" -2, se z>1
f(x)=—2"—22 se v<1

Quindi la derivata:

f'(z) =32* — 4w, sex>1
f(z) = —=32* —4da, sex <1
Da cio segue:
= —tim T2 0 o (3024 42) VI E T = 0F
= Im ar Tow A BV

In figura 22 sono riportate le curve y = f (x), y = g (z) e le rispettive rette tangenti.

Kokosk

Calcolare il limite:
l, = lim 222
z—0+ g ()

essendo: f, (x) = sin (xl/“) +a*; g(z) = tanz. Qui e p € (1,400). Il limite si presenta
nella forma indeterminata 0/0, quindi:

ol
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4}
2 L
- 1.5 -1 -0 X
y=[x3-1|-2x2-1 -2t
Figura 22: La retta tangente a y = ¢ (z) ha equazione x = —2, quindi il rapporto tra i
coefficienti angolari e % =0.
/
x
[, = lim f“( )
z—0t g’ (x)
1—
Ly7w" cos (z'1) + par=?
= lim £ T
z—0* cos? z
1 cos (z'/m)
= lim |cos’z | —————~ ah !
z—0+ [ </~L xp;_l +u
0
= —— = —‘—OO)
+00
cioe I, = +o0, Vu € (1, +00).
* kK
Calcolare il limite:
1
[ = lim el
z—0cot &
Abbiamo:
0 sin? Si
[=—-=—1lim e = — lim 1rlxsinx:—l-():O
0H =zoz =« T—z0 T
* Aok
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Calcolare il limite:
[ = lim f (z)
s——1-g (z)

essendo: f (x) = sin (7x); g () = Vo2 — 1. 11 limite si presenta nella forma indeterminata
0/0, quindi:

Y

r——1" g/ (l’)

3T ¢/ (22 — 1)% cos (7x)
= — lim

r——1" x
s 0t (-1)
2 (-17)
=0t
Calcolare il limite:
[ = lim? &)

)

==0g (z)
essendo: f (z) = xe”; g(x) = 1 — cosz. Il limite si presenta nella forma indeterminata 0/0,
quindi:

!
l = limf (z)
v—0g' ()
= limi6 (L+2)
z—0]1 — cosx
1-(1+0)
N 0

Precisamente:

Calcolare il limite:

essendo: f (z) = sinz + cos2z; g (z) = 1 + sin® 2z + cos 2. Il limite si presenta nella forma
indeterminata 0/0, quindi:

23
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y=1+si n? (x) +cos (2x)

VALNALAALR
VY

li
[ = lim f/ (z)
a—3 g (z)
cosx — 2sin2x

nm —— :
a—%4sin2x — 2sin 2z

Cioe anche il rapporto tra le derivate prime si presenta nella forma indeterminata 0/0. Dal
grafico di figura 1.6 vediamo infatti che le due curve y = f (z) e y = ¢ () hanno in P (7/2,0)
la medesima retta tangente che si identifica con I'asse x (grassettato in figura.

In figura 1.6 ¢ riportato il grafico delle medesime funzioni nell’intervallo [0, 67]).

In tal caso si riapplica la regola di De L’Hospital calcolando il limite del rapporto delle
derivate seconde che non sono infinitesime in z, (figura 1.6).

Abbiamo:

54
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y=0

sinx + 4 cos 2x

[ =—lim
a—Z8 cos2x — 4 cos2x

1 1

—8+4 4

Kokk

Calcolare il limite:

x
[ = lim I (@)
essendo: f(z) = ax +sinzx; g (r) = bxr +sinx con a,b € R, e a # b. Questo & un esempio
di limite in cui la regola di De L’Hospital da un risultato diverso. Apparentemente il limite
non esiste, poiché la funzione sin x € non regolare per x — oo. In realta il limite esiste:

)

l:xlin@.lox(bJrsiﬂ)

_a+1
b+ 1

Di contro, se utilizziamo la regola di De L’Hospital, si trova:

. a-+tcosx
[ = lim ——,
z—oob + CcOS T

che non porta ad alcun risultato, giacché la funzione cosx € non regolare per x — oo.

Kokk

Calcolare il limite:
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essendo: f (z,a) = sin\/z — a; g () = cos (££) con a € (0,400). Abbiamo:

1.6.1 Esercizi proposti
soa3 222 42
1. lim =

1 TCOST—SInT
lim ZeosT—sine

z—0
1—x

(mc

2
s coshx—1
:IBE% l1—cosz

lim

r—1T—sin

)

s, tanz—sinx
il_)ll’é r—sinx

i2
: sin“z—2tanx
hm 1+4cos 4z

us
T—=7

hm tanx

= tan b5z
zT—3

. lim (1 — z) tan (%)

z‘—)l

lim (arcsin x) cot x

z—0

10. lim zsin (%)

T—00

11. lim 2" sin (%), n € (0, +o0)

Tr—00

12. limInzln (z — 1)

r—1

13. lim (5 — )
14. lima®

z—0

2(1—1\/5)

15. lim

r—1

3(1-¥a)
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

lim z!'/*
T—+00

2
hmx 4+lonx
r—0
hmxsinx
r—0

lim (1 — 2)™(%)

x—)l

lim (az? + be + 1)@

Tr—

.1
limzT-=

x—)l

. 1
lim x1-—=
T—400

lim (tan ﬂ)tan Bl
71 4

lim (cot ) e
z—0

lim (cot )*™"

z—0

lim (cotx) e
z—0t

lim <=1 (g > 0)

r—0

lim 1+2605(7rx)
1 T¥—2z+1

lim (cos :L')x%

z—0

f(z) = (e — b:z:)% con a,b > 0, determinare:l, = 1iIT(l)f (2); l4oo

Tr—

20 \sin“x T

hm ﬂfsir}xfcosx
P In(sin 2z)

lim [Inz-In(lnx)]
z—1t

hm x2—arctan z2

r—1+ (1—cos z)3

1' x—arctan x
10 arcsinz—x

s T—arcsing
lim — 3

r—0 Sin°x

57
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38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

20.

ol.

D2.

23.

o4.

25.

26.

57.

28.

29.

li e*—1+In(1—x)
tanx—x

- In(142€%)
lim ——=~+
z—0 Vitz?

lim zlnz
r—0Tt

xgrfoon In (cos %)

. 1
lim e= tanx
r—0t

li In|tan z|

P In|r—2z|

lim (arcsinxInz)
z—0t

lim (% — cot ZL’)

x—0

lim (x% — cot? ZL’)

x—0

lim( L —%)

20 l—coszx x

lim \x!sm’”
x—0

x
e€

er

lim
T—+00

) In(142
z2—doo arctan x

hmsin(aa})fax a%b

20 Sin(bx)—bz

- zln(l+x)
lli}% l—cosx

lim 7 —arctanx
z—1 Vi-z?

lim (1 —|—a”)%; a>0

T—+00

VZ—sin/z

r—0+ tanzvsinz

2
T_ |z
e 1:172

rspSinz—xzcosw
lim (x —sinz) Inx
z—0

1
log, x

lim (sin x)

x—0

. tan x
lim (l )

z—0t+ %

o8

Appunti gratis ingegneria su www.riccardogalletti.com/appunti_gratis



60. lim (+a)/*iqa—e

2
z—0t z

61. Calcolare: [ = lim f( ), con f(z) =1+ tanz + tan®z (1 — ™ 2%)

zag

2vE—1
62. il_{% V1—coszx

63. lim (2 sin x)l/cowz

jus
:1}—>4

64. lim (7 —4x)In (1 — tan®z)

T—7
n(l4+mr—4arctan z)
65. :121*)1 sin(1—x)

66 lim 3arctan‘zf7r
z_}\/g?)arcsin(%)—ﬂ'

1.6.2 Soluzioni

_ 0 H 4. 302 d4e—1 1
L1=75=lm55" =3
2[292 11 sing _ _ 1
: 0 "E‘PI €T 3
H .
3. lz%zghmilm_ :2-%200
WxﬁlCOS(T) i
_QE sinhz __ 0 __ 1: sinh x z)_
4'l_0_h£%sinz_0_}:1£%( T sinx 1
1 2
5 ] = 0 lim cosZg 8T hmw _ lirn(lfcos:Jc)(lJrcosercos z) _ 1imy2+y+1 _3
: 0 20 1—cosz 20 C0s? z(1—cos ) 70 cos? z(1—cos z) y—1 y?
1
)
— 2 —
6. [ =275 =00
H H
7 1 = 0z hmcos S5t __ lmsmloz _ 0z 5hmcosl(]:p =5
0 7 cos?zx m sin2x 0 w COoS 2T
T—% T—3 z—7
. _ H .
8. 1=0-00=lim—~2< :%:—hmsmz’g—””:2
z—>100t(7) z—1
9. 1l=0-00= hmal;csm:p — lim (arcsmz Lz ) -1
_,0 tanz 2—0 T tanx

10. [ = lim32% — ¢
y—0 Y

Il grafico di f (z) = xsin (%) & riportato in figura 23.

a, n=1
11. [ = im®2% — |jm -2 <M> =< +oo, n>1
y—0 yn yﬂoy ay
0, n<l1

Il grafico di f (x) = 2™ sin (%) ¢ riportato in figura 24.
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X
-4l
Figura 23: Grafico di f (x) = xsin % per a = 2.
y
0.2y
0.1
X

0.5 1

Figura 24: Grafico di f (z) = 2"sin 2 per a =2, n = 2.
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2. 1 =0-00. Eseguiamo il cambio di variabile: x = e¥, quindi:

[ =limyln (e — 1)
y—0
In(e¥ —1)
m———~=
y—0 yil
2
", ye
= lim———
y—0e¥ — 1
= —lim (2y +y )
y
=0
. _ H 1 . 1 1
l=00—o00=limzlz=etl — 0 By e Mgy o 1
71 (z=1)Inz 0 r—1ln +7 a:—>1% IL2 2
1 =0 = lime™*" = lime*, A = limzlnz = hmlnx = limr=0"=1=¢" =1
x—0 z—0 z—0 z—0 ; z—0
11/671
— 1 22/3 — — L
S il_)n% —321/6 1572 i1_>12+5z1/6+5\/5 12
12/3
. . . H .. +
= lim 2" =0 = lim e A= lim B2 =2 = |im L =0t = [=¢" =1%
T——+00 r——400 r——400 z o0 I—>+Oox
def ;. 2
—Nn0.7 _ A e) 2lnz __ oo I _ _ 2
‘Z—Ovl—@)‘—i{%—mm—m }EIL%AH— ;1513%)41+1_2:>l_
1=0%1=¢e )\ “/Nimsinznz =0 - oo-—llm(S‘”-S‘”) =0=1[0=1
z—0 z—0 xr COosT

=0%1=¢eN )\ = 11m[cos(%)ln(1—x)} — 000 = lim—20=2) _

r—1 z—1 [cos(%)]_l o0

1 %lim {COSQ(W) — >] = glimLSQ(%) =08 Jimsin (rx) =0=1=1

r—1

— 100. Ay def _oH 2az+b _ Ny
I=1 ) l=e ’ A= }ELI(I) az?+bx 0 :lvlir(l)(ax2+bx)(ax2+bx+l) =0 l=e
d H .
=10 =M A Y dimiee 08 il g2
xﬂll_ 0 z—1% ¢
d . H . —
. l:ooo;l:e”\,)\éf lim 82 — 2 = _ Jim L=0-=1=¢" =1"
I_)_‘_Oolf:r [e9) Z—too®
d tan T H,  Zsin?(%f
=19 = A i) o g, BCF) g
r—1 cot( ) rx—1—3sin (7)
o )\ def lncotx)_ﬁﬂ_- z _ _ 1
ES OO ; l= /\ é]i—>0 Inz =~ oo i{%cosxsinx =—1 l= e
d
=0l = \Y hmtanxln( ) = —limtanzlnz =000 = —lim 2L = = =)
z—0 z—0 $—>0C0t$ o0
sin?zx __ —
;lnli% L=0=1=1
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

def ;. . 1 t def ;.
| =0%1=¢e \'= limsinzn (cotz) = Jim leotz) oo € 1, sine g ] — ]
z—0 7—0(sinz) 00 20 C08% T
def In(cot H . .1
[ =od% l=e* A% lim {8 — 22 = lim triinie — — fim Lo = —1—1=1
ZﬁOJr n(six o0 ZﬁOJr cotx Zﬁo COs“ & e
H ..
l = g = ¢glime® = a
z—0
| = 0 — iy LHeos(rz) B iy zrsin(re) _ 2lim sin(rz) B _ llm cosmr =
0 r—1 (z—1) r—1 2(z—1) x~>1 z—1 x~>1 2
def . 1 H sinx i .
[=1%]l=¢' \ = hmn(L;I):g:—hm'g” = —1lim (2. L) = 1
T—s X Zﬁo X Zﬁo X COosS T
lioo = lim f(2) = 00" lyo = Mo
r— 400
def 1. In(e*®—bzx) _ oo H 1 a—be—ar .
R e R
. . 1 def .. In(e®® —p
l o= lim f(z)= lim (&% —bx)* =’ l_o == A o = lim w =
r——00 Tr——00 r——00
H b 0=b _ + -
_ oo H ae — . —
T oo IEEIlOOe*aI—bJ: 400 —b-0 0

. def .. az_ H . geas_
lo = hH(l)f(SC) — 1%y = M, Ny hmw =3=lim% =L —a—-b=lp=¢""
xr— —

Cain2 . 22 2 2_gin2y H .
| =00 — oo = lim&5sime — 0 — |jy (Z=sinfz o2 ) _ Jjy2fsin’s 2 gy
20 *2Zsin 0 20 T sin® x 2—0 x 2—0
llm 2—2sin2x __
—0 12£E2
_ 11 sin2z __ 1
m-—-=— =3
H . sin2z(sinz—cosx) 1.0 11:,.,, sinz—cosx 117:.., sinz+cosx 1
[ =9 = |y Snertsmrzeosa) L0 Ly sine—cose 1y, sinedeosz 1
0 o7 cos 2x 2 0 233*)% cos 2x 41H% sin 2x 2v/2
. In(l H .. L . _
=0 -00= lim 22 oo & Jjyy 5z — _ lim Ing =0
r—1+ (ln ) o0 z—1t 2.z r—1+
2z 4
J0H o Poana g 2(lhet)-2 25 _
0 a:—>03(1 cos )% sinx 7-03(1—cosx)? sinx 3 0sinz(1—cos )2 (14+a4)
2
= 2lim |- . (2 L —zllm[ 4'—1}_§
T 3450 | sinz 1—cosz 1+z4 320 1+z4] 7 3
[ =201 )iy Che lim ( v1-g? ) = lim—%— = lim2y1 — 22 = 2
0 1'*)01/11—(1)2_1 x—0 Vl z? 1+a? m%Ol_\/l 2 z—0
H - a2 a2
. ) .
lz%zl —yie® 1 (hmlx 1)-<llm%):lhmlx vi—ztol
_,p3sin“zcosw 3 r—Q Sin“zw z—0cosTV1—x 3250 sin“z
2z
2 .
—11 ma2et — (h 5 >~<hm1‘>:—%
3,02sinzcosx r—p2sinz 20 COS T
et 1 z 2 T x x
. 1—2)—1 5 . 1-z)—1 H ;. 1—z)—
| = lims= = hm—[el( z) }f% 2 = lim<i=g=t =2 lim S =" (-z)—e® _ 111
2—0 Cos2x_1 20 (I—cos?z)(1-z) r—0 Sin‘z 20 2sinzcosz HOslnar
1
2
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39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

hm

T —

x—>5

. 2_
— 211111 T 2—Zc0s T __
T

. T . x . 2
[=22= lim 2e = | lim 2% — lim YAtz
oo r—otoo | 14+2e*—% st oo 267 (1+2e77) rotoo T2
14z
. H . -1 . _
l=0-00= lim 22 — 2= |ljim £ = _limz=0
z—0+7" xz—0t x—07+
. In(cos(z~* H . xsin 1
[=0-00= lim ( El )):—% lim f:—%;
T—+00 z Z——+Foo COS 3
ricordiamo che: lim xsm L —lim*™¥% — 1, lim cos < =cos0=1
r——+00 y—0 r——+00
z o H % z . 1
[=0-00= lim 2~ =2 = lim < lim ex = 400
z—0t z—07F sin2 & z—07+
H 1 1
| === _ lim tane cos?z . __ lim (cosx 1 w—x) _ 1 lim 20— __
00 o 2 +_ \sinz cos?z 2 _sinxcosx
T—=5 ™2z T3 m—>2
H ;.
= I sir21x =-1
=7
Inz ) : 1 . (arcsin z)?
l—OOO—hmng——hm T T :—hmf
z—0t z—0t (arcslnz)2 1—22 z—07F
lim arcsinz = 0~
z—0t
| =00 — 00 = lim (l o Cf)S{t) — lim s1n:z:—.xc0sa: = lim zsinx =0
D0t T sinz D0+ TSing 4s(+ SINTHT COS T
. 2 a2 H 2z cot? z+2z2 cot - —
l:OO—OO:hmil xx(;Otx_—:l = 511121-:
z—0 z—0
—1; 2 —
—ilir(l)( cot*r +xcotw - x) =
— lim cost 4 oplost ) — lim Zcos z—sinzcos’z __
2—0 sin? z sin® 2—0 sin® x
= (hm cos ZL‘) - lim Z=sthgcose — 2 rosin2e _
20 o0 sin®z »0 sin’x
_ 0 H 11 1—2cos2x __ 11 1— 2cos2x _ 11 4sin2x 2
-0 03s1n xcosx x—>0 sin? 02smxcosx 3
z2—24cosxz _ 0 __ 71; z2—24cosz . x2
[=00—00= hl%xz(l —cosx) 0 - alcli% ( z4 1—cosx> 250
2 hmx s1nx E 2 1
z—0 ' 6
1
1 H .. x|
[=0%1=¢ )\—hms1nzvln|x|—hm$‘l—§:l _RlET
-0 ,0(sinx) 00 —0— mcosx
:—hmsm td gl =0=1=1
z—0 @
oo 2 ee” __
=2 i = e
H . 1‘% 2
[=2= lim 5= =1 |im 2. =1
0 T—+00 11,2 2 1 fooz(1+a) 2
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= — lim
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arcsinx

T
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ol.

22.

53.

o4.

25.

56.

57.

58.

59.

60.

_0 acos(ax)—a __ ¢ cos(az)—1 (bz)? a2 _ a1 9. a2 _ a3
[=3 0 }CE% beos(bx)—b 51011)%[ (ax)? cos(bz)—1 2| — b 2 2 b2 T b3
. H . In(l4+z)+75 . (1+2)In(1
Dall’es. 40: limzlnzx = 0 = [ = % B 200 e gy (o) n@tn)ie
20 20 sinz p—o0 (IHz)sinz
hmln(lj&—x)—ﬁ—x _
sp sinz
: n(1 In(1 H
= lim [1+ (’Lx)} —1+hmn(+x) :1+%:1+hm1—:2
T— —0 tz
0 H_ g Vi—a?
= 0o glcl_)nix(l—l-z% =0
def (1 H )
=0 =¢) A= lim i):@:lnahml _
r—+oco ¥ o0 r—tooita
=Ina lim —%—=lha=1[=e"*"=g¢q
x—>-|—ooa (a +1)
1 cosyzT 1 cosvzT l1—cos T
J— OB o mETE oy VRl e VR
- 0 - sin x tan x cos sin sinz sin z cos? x+2sinx -
o+ iipeytangcoss oL sing v o(+ SnEcos” otdsing
r cos2 x 2vsinx sinz ' cos2ax 2/sin z cos2 z
17 2Vzrsinzcos?z __ 1 1: 2v/xsinx _ 1 2 SiZ” 1 2 _1
— 1 lim sinzcosZr+2sinz 4 lim sinzcos? +2sinz 4 lim sine 2 25”‘1 —412°3 " 6
z—0t z—0t z—0t cos® T+
_ 0 Hy er_1—az e’—1 . H e 1
= 0 }CE% rsinz 0 - glcll)r(l)smx—l-zcosz - 3161_)02cosx—zsinz 2
1 . 2
Iz _ o H; z — i (z=sine)?
[=0-00= i{%(:{; sinz)~! T oo ili,%—(x—sinx)_z(l—cosx) o ill}’(l]x(l—cosx)
IR T (z—sinz)? 2 -
- 31611)1'(1)[ 3 l—cosx |
— _9lim (z— smx)2 _0 2 lim — 21im2(z—sinx)(1—cosz) _ _4, 0- 1_ 0
. in )/ 1°ga © llm log, [(sinz)/108a® def ;. . 1/1
[ = 0° = limg'8e[6n®) L [ I a*; A E limlog, |(sinz)"/'%%"
z—0 z—0
_ 1. log,(sinx) __ o o
- }CIE)I?([) log,z oo h smxlog e T- loga =1 l=a
. 1)\tane . 1 def In(L
=00 = lim ™(3)" = lim eol(3) = . ;A = lim tanxln( ) lim (z) =
r—0t z—0t rz—0t z r—0+t cot z
H ;. i
=2=lmzs - Z=2=0=1[=
> z—0t z
. 1 . 14V AT r— . .
hr% (1+2)/* == hr% (”)x# = 2. Calcoliamo la derivata del numeratore:
Tr— xr—
1 1,1
fF)=0+a)"Vito=(1+x)"
_ (1 1 f'(z) _ z(z+2)—2(14=z)In(1+x)
Inf(z) = =t 2) In(1+2)= flo) — 252 (1+x) =
/ o z(x+2)—2(14z) In(1+x)
= f'(z) = [ (2) 222 (1+)
1.1
. (1+z)5+2 - z(z42)—2(14z) In(142) | 1. z(z+2)—2(14+2) In(1+z)
lim==5— = |limf (z)] |lim 222(1+42) = elim 123 (1+2)
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61.

_ e limx(x+2)—2(1+x)ln(1+x)] i — zlimx2+2x—2(l+x)ln(1+r) _ o Hy
4 x—0 z? x—>01+x 4:(:—>O z? 0 x—0
o _
0. —
lim 22T — |
= lim L = lim ==
0 BT 2003(0+2) 12

Determiniamo [_; eseguiamo il cambio di variabile:

Yy = tanx,

quindi:
[l = lim f (y)7 con f (y) — meﬂ—Zarctany

y—+00

Risulta:

[-=0-00
) 1 — e7r—2arctany
= lim
votoo /14y + 92

0

(1+y+12)"°

im
y—+o02y3 +y? + 2y + 1

( lim e7r—2arctany>
y—-+oo

1 -1 -2
— 4| fip Y YD)

y—too2 +y~t + 2y~ 4 y=3

SR S
2

3/2

Il limite destro é:

1— e7r—23:

l+ = hm
e—=" (1 + tan z + tan? x)_1/2
0

0

4 lim

e—5t (e 4 232) (1 4 tanz + tan? z) 2

(1+ tanz + tan2z)*” 5 ]

e7r—2r

Il

=4 lim
bt

- COS™ T

cosx + 2sinx

=2 lim cos®x (1 +tan:v+tan2x)3/2 =0-

T
— I
=73

. 9 sin2rx ., 3/2
=2 hm+ cos” r + 5 + sin“
Z_’WT

— 49
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62.

Quindi:
lim_f () =+2, lim f(z)=-2

Si conclude che la funzione f (x) presenta in xy = 7/2 una discontinuita di prima
specie. Come vedremo piu avanti tale locuzione si riferisce alla circostanza secondo
cui la funzione non e continua in xy. Incidentalmente, essa e ivi non regolare, esistendo
i due limiti sinistro e destro, ma con valori diversi. La grandezza:

s(xo) =1y —1_ =4,

esprime il salto della funzione in xy. Il grafico della funzione & riportato in figura 61,
in cui e visibile la discontintuita.

Il limite si presenta nella forma indeterminata %, tuttavia non e conveniente appli-
care direttamente la regola di De I'Hospital, se non dopo alcune manipolazioni. Piu

precisamente:

VT _ ]
lim

z—0+/1 — cosx
Cve N\ [ a?

= ilm——— lim4y/ ———
a—0 /1 z—0\ 1 —coszx

Il limite del secondo termine tra parentesi vale v/2, per cui eseguendo il cambio di

66
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variabile z — y = y/x, abbiamo:

2Y — 1
| = v2lim——
y—0 y
£ V2 1m 2lim2”
= v2In2
. 1/ cos 2z
63. [=1%;1= lin}reln@smzx) = e\
I‘—>Z
n in?z
PR Gk S T P
r_T  cos2x r_s T 28in* e
4 4
. In(l-tan®=x H , —owpe tl . nx . m—4x)?
64. 1= 000 = lim ") — 0 B jyy “ea s 1 (lgnt—) L}ggf_tfnz)x} =
4 4
. m—4z)? H . —8(m—4x . T—4x 2z
= lim 757 = § = lim i) = 4lim T = 0
4 cos“< T 4
65. Eseguiamo il cambio di variabile: x — y =1 —z:
= limln 147 — 4.arctan (1 —1y)]
y—0 Slny
_ limln [1+7—4arctan (1 —y)] lim —2
y—0 Y y—0SIn Yy
In |1 — 4 arctan (1 —
— lim n([l+m —4arctan (1 — y)]
y—0 Yy
. In(14+7—4arctanz)
= lim
z—1 1—=2
4
i

B xinl(l +22) (1 + 7 — 4arctanx)

66. 1 =0

2 Infinitesimi ed infiniti (parte seconda)

2.1 Parte principale di un infinitesimo

Siano f (z) e g (x) due infinitesimi in xy. Supponiamo che f (x) sia di ordine non inferiore a
g (x):

_ f(=)
Jim 9 (2)

Si definisce parte principale prima dell’infinitesimo f (x) la funzione cosi definita:

=M €eR
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p1(7) = Mg (2), (63)

identicamente non nulla se e solo se f e g sono dello stesso ordine. Nel caso contrario (cioe
f & di ordine superiore a g), risulta A;g () = 0, poiché & A\; = 0.
Poniamo:

fi(x) = f(x) = Mg (2) (64)

La funzione f; ¢ un infinitesimo di ordine superiore a g (x):

f@) o d@

M@ ()
Dalla (64):
fx)=Mg @)+ fi(2) (65)
pP-p. infinit. sup.

La (65) esprime lo sviluppo dell'infinitesimo f (x) in termini della sua parte principale e di
un infinitesimo di ordine superiore a g ().

Supponiamo che l'infinitesimo f; () di ordine superiore a g (z), sia di ordine non inferiore a
[g (2)]%; cid implica:

im L8 _ ), e R (66)

e=aog (z)?

Si definisce parte principale seconda dell’infinitesimo f (x) la funzione:

p2 (%) = Aag (517)2 (67)
Poniamo:
fo(2) = fi (@) = Xag (2)” = f (2) = Aig (2) = Aog (2)” (68)
La funzione f, () & un infinitesimo di ordine superiore a [g (z)]*:
i 20 o 1@

2 2

roaog (x)”  emmog (z)
Dalla (68) otteniamo lo sviluppo dell'infinitesimo f (z) in termini della sua parte principale
prima, della sua parte principale seconda e di un infinitesimo di ordine superiore a [g (x)]Z:

f(2) =g () + Aag (2)* + fo (2) (69)

Possiamo definire una parte principale terza dell’infinitesimo f (z), confrontando fs ()
3 ). o . . . . . . 3
con [g (x)]” (nell'ipotesi in cui fs (x) sia di ordine non inferiore a [g (z)]"):

ps (2) = XA39 (2)°; R 2 X3 = lim f2 (xg
r=0 g ()
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Definiamo:

f3(x) = fa () = Nag (2)°
Risulta:

lim fs ()

=0
=0 g (a)”

Otteniamo quindi lo sviluppo dell’infinitesimo f (z) in termini della sua parte principale
prima, della sua parte principale seconda, della sua parte principale terza e di un infinitesimo
di ordine superiore a [g (x)]’:

F(@) =g (@) + Xag () + Nsg (2)* + f3 (x) (70)

Tale procedimento puo essere iterato, pertanto la (70) si scrive:

F (@) = Mg (@) + Aog (2)" + . Aug (2)" + fu (2) (71)

Qui la funzione f, (z) ¢ un infinitesimo di ordine superiore a [g (x)]". Per esprimere cio, &
consuetidine scrivere la (71) nella forma:

f (@) = Mg (2) + A2g (2)” + .. Ang (2)" + O [g ()], (72)

dove O [g (m)"“} ¢ un termine dello stesso ordine di [g (z)]"*".

2.1.1 Esempi

Assegnati i due infinitesimi in xg = 1:

Abbiamo:

A1 = lim & = lim
z—z0 g (T)  w—m0 x—1

Quindi f (z) e g (x) sono infinitesimi dello stesso ordine, e la parte principale prima di f (z)
epi(z) =2(x—1). La funzione (64) e:

filx)=a?—-1-2(x—1)=(x—1)
Determiniamo il limite Aj:

o hie)
h = }gqgl(ftf

Quindi la parte principale seconda e:

La funzione (68):
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Appunti gratis ingegneria su www.riccardogalletti.com/appunti_gratis



fr (@) = fr(z) = p2 (2) =0
Si conclude che lo sviluppo di f (z) &:
?—1=2x—-1)+ (z—1)°
—_— =
p.p. prima infinit. sup.

kkk
Assegnati i due infinitesimi in zq = 1:

T + 22

f@ﬁzm( - );guazl—L

determinare la parte principale prima e la parte principale seconda di f.
Soluzione.
Il limite A\; e:

A= i:n% 1—=2
. 142z
= —lim
a—1 T + 12
__3
=3
per cui la parte principale di f e:
3
Mg (2) = =5 (1-2)

La funzione f; (x) definita dalla (64) e:

Calcoliamo:

bt

8
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Quindi la parte principale seconda di f e:

Mg () = =2 (1~ 2

Si conclude che la decomposizione di f in parti principali e:

3

f@)=-S1-2)-2(1-2f+ f(2)

Qui f5 () & un infinitesimo di ordine superiore rispetto a (1 — x)*. Utilizzando la convenzione
(71), l'ultima equazione va scritta come:

f(a;):-%(1—x)_g<1—x)2+o[(1—95)3}

*okk
Assegnati gli infinitesimi nel limite per z — +oc:

m
= — — t —
fl2) =5 —arctanz, g(z) =,

determinare: parte principale prima, parte principale seconda e parte principale terza del-
I'infinitesimo f (z) rispetto all’infinitesimo g (z), scrivendo quindi il corrispondente sviluppo
di f.

Soluzione

Determinamo il limite:

.3 —arctanx
A= lim —a——
T—+00 =

= lim =1
z—too]l + 22

Quindi la parte principale prima di f e:

1
g (r) = -

La funzione f; (z) é:

fi (@) = f(2) = dg ()

T t
= — —arctanz — —
2 T
Il limite As:
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)\2 = lim fl (l')

z=+oog (x)?
. 5 —arctanz — i
= lim T
r——+00 ==
X
0w
0
1 1
. 1422 + 2
= lim t T
r——+00 — =3
X
1 T
=—7 lim ——
2e—400] +x
=0

Quindi la parte principale seconda e identicamente nulla, giacché la funzione f; (z) & un
infinitesimo di ordine superiore a [g (z)]*:

Cio implica che la funzione f5 (x) é:

fa(x) = fi(z)

Calcoliamo il limite As:

Mo = lim 22)

. 5 —arctanz — %
= hm T
1‘3
_Vm
=5=
1 1
_l’_
— mEI_POO 1<|»i2i 2
1‘4
1 x?
=—— lim ——
3z—+tool + 22
B 1
3
Dalla (73) segue:
1
Psl) =g

La funzione f3 (z):

fs(x) = fa(x) — p3 (2) :g—arctanx—%—l—%
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Pertanto lo sviluppo di f () si scrive:

1
g—arctanx:;—@qug(x),

con f3 () infinitesimo di ordine superiore a z~3. Utilizzando la convenzione (71), 'ultima
equazione va scritta come:

1 1 1
g—arctanx:————i-O( ) (74)

x  3x3 3

2.2 Determinazione dell’ordine di un infinitesimo/infinito
2.2.1 Esercizi proposti

1. Assegnata la funzione:
In(1+x)

Ve oo

verificare che ¢ un infinitesimo per x — 07, determinando poi il suo ordine.

flx) =

2. Applicando il principio di sostituzione degli infinitesimi, calcolare il limite:

. Va2 +sinx(cosr — 1) — tan®z
lim
=0t \/sinx 4+ 22 cosz + x - In (1 + x)

3. Determinare nel limite per 2 — 0 l'ordine del seguente infinitesimo:
f(z)=In(1+27)
4. Determinare nel limite per z — 1 'ordine del seguente infinitesimo:
f(z)=Inz
5. Determinare nel limite per z — 1 l'ordine del seguente infinitesimo:

(1 —cosz) +2° + Vasin®z
sinx + 7x*

f(x) =

6. Si consideri nel limite per £ — 400, l'infinitesimo:
1
fla) = (" +1) 7,

con A parametro reale.

Determinare per quale valore di A tale infinitesimo e di ordine massimo.
7. Si consideri nel limite per z — 0 l'infinitesimo:

f(z) =1—cosx+ Asinz
Determinare il valore del parametro reale X tale che f sia di ordine superiore al secondo.
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8. Assegnata la funzione:

s/ P+
fl) = xr +sinz’

verificare che ¢ infinitesima in xq = 0, determinando poi il suo ordine.

9. Confrontare le seguenti coppie di infinitesimi (in 2o = 0):

=rz—In(l14+z); g(r)=1-—cosz
=gz —sinz; g(z)=tan?x —sin’z
c f(x)=xsinz; g(xr) =1—cosx

1

d f(z)= —cosx—;; g(x) =tanz —x

10. Calcolare i seguenti limiti:

. 4 i2
a llm 3x+ax*+cosxsin“ x

: 2
7—0 -+ tan x+sinx tan“ x

Vz+tan? z++/zsin?
z422 cos? r—tan3 x

b lim
z—0
c f(x)=xsinz; g(xr)=1—cosx

)
d f(x)zl—cosm—””g—Q; g(x) =tanz —x

2.2.2 Soluzioni

N. 1
Il limite per x — 0" si calcola facilmente con la regola di De L’Hospital:
In (1 0 2/3
T G ) B P
e—0t T 0H z-0tl4x

Assumendo come infinitesimo di riferimento la funzione u (x) = x, abbiamo che se f ¢ dotato
di ordine, esso deve verificare la condizione:

In (1
hmwzm[@_{o}
z—0+t J]a\?’/f
Quindi:
. In(1+a2) 3 . wse
lim = im
e—0t ®Yxr  H 3a+ le—otx + 1

2
:leR—{O}w:)a:§

Si conclude che f (z) & di ordine 2/3. Piu precisamente, per © — 0% & f (x) ~ g (), giacché
& [ = 1. Quindi nel limite per  — 0%, f (x) si comporta come %/

N. 2

Il limite puo essere scritto come:
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essendo:

flz)= Va2, fi () =sinz (cosz — 1) — tan® z
g(x) =+Vsinz, g (z) = x2cosx + 1 - In(1+x)
Si tratta di dimostrare che f; (z) e g1 (z) sono infinitesimi di ordine superiore rispetto a

f(z), g () rispettivamente. Iniziamo con la coppia di infinitesimi f (z), fi (z). La funzione
f (x) & manifestamente un infinitesimo di ordine ov = 2/3; determiniamo l'ordine di f; (x):

sinz (cosx — 1) —tan®

lim
z—0+ T
) sinx cosx—1 tanzx
= lim . . =leR—{0}<= a1 —2=1<=a; =3
r—0+ | pea—2 2 fes!

Quindi a numeratore possiamo trascurare f; (). Passiamo alla coppia g (z), g (¢). E facile
rendersi conto che g (z) € un infinitesimo di ordine § = 1/2. La funzione ¢; (z) invece & tale
che:

z?cosx + - In(1+z)

xligl-k xﬁl
. In(l+2x
= lim |2> 7 cosz + Q
z—01 gPr-1

Questo limite & una quantita finita non nulla se, e solo se §; = 2. Cio implica che g; (z) e di
ordine superiore a g (z). Quindi il limite proposto e:

=0

= lim
=0T 4/sin x
L’ultimo passaggio si giustifica osservando che a = 2/3, § = 2.

N. 3
Il limite si calcola facilmente con la regola di De L’Hospital:

. In(l4+2*) w2  az*°
lim ——— = — lim
z—0+ el az—0+1 + 22

=leR—{0} <= a=2

N. 4
Qui linfinitesimo di riferimento ¢ u (z) = x — 1, donde 'ordine « di Inx ¢ tale che esiste
finito e diverso da zero il limite:
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li

zllg(x -1

= —lim (z=1) #0<= a=
x—1 €T

N. 5
Per determinare l'ordine di f & conveniente utilizzare alcune proprieta degli infinitesimi.
Precisamente, sia ¢ ¢ infinitesimo in xq esprimibile come:

essendo ¢, N infinitesimi di ordine [ rispettivamente. E facile convincersi che 1'ordine di ¢
e

6= ggﬁ {6k}, con N ={1,2,..N} (75)
Nel nostro caso e:
_ ¢ (o)

Qui e:

o1 (z) = (1 —cosz)", ¢z (2) = 2°, ¢3(2) = Vasin’«

m (x) = sinz, n (z) = Ta*

Determiniamo gli ordini dei singoli infinitesimi.

‘ Infinitesimo ‘ Ordine

|
| ¢y (2) | /=8 |
| $2 (2) | fo=5 |
| 93 (2) | 03 =7/2]

Giustifichiamo la tabella. ¢; e di ordine 8 in quanto 1 — cosz € di ordine 2; 5 & banale;
¢3 () ¢ tale che:

Per la (75) ¢ § = 7/2. Passiamo a 7.
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‘ Infinitesimo ‘ Ordine ‘
| m(z) =sinz [y =1]
")72(1’):71'4 ‘72:4‘

Quindi: v = 1. Trattandosi di un rapporto, 'ordine di f e a = — v =5/2.
N. 6

Riscriviamo la funzione:

fl@) = (" + 1)

Assumiamo come infinitesimo di riferimento la funzione:

u(x)z;

Quindi l'ordine di f e tale che:

1
(L4 e
lim N E—
T——+00 -
T

xa

= lim -
PO (g 4 1) 1487

1

2\ T2

‘ xa(1+)\) T+x
= lim
r—-+00

(zn 4+ 1)
[ ‘ :L,a(lJr)\Q)

_1
1422

1 -
x—1>I-l|—100 (IE" + 1)

=leR—{0}<=a(1+X)=n

L’ultimo passaggio fornisce I'ordine di f in funzione del parametro \.

Evidentemente:

Omax = @ (0) =n
Si conclude che il valore di A che massimizza l'ordine di f ¢ A = 0.
N. 7
Il valore richiesto € soluzione di:
1 —cosx + Asin®zx

lim =0
x—0 ,’1}2

Risolvendo:

7
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x—0 :L‘2 x—0 x
! +A=0= A=
2 N 2
N. 8
Il limite per x — 0 e:
lin%f (x)
3/ lL‘g + 175
=4/ lim———
z—0x + sInx
=2 limiﬁ—i_x4 =

$_>01_}_ sinx
T

Poniamo:

Gli ordini di f; e f5 sono rispettivamente oy = 3, oy = 1, quindi I'ordine di f3 & a; —an = 2,
da cui l'ordine di f ¢ a =2/3.

N. 9
a. ilr%% = % = }clir(l) m = (0 = f & un infinitesimo di ordine superiore a g.

b. Calcoliamo il limite del rapporto:

limM = lim —
e—0g(x) a—0 sin”® z

(x — sinz) cos® x

Il numeratore € un infinitesimo di ordine 3, mentre il denominatore e di ordine 4. Quindi
f (z) & un infinitesimo di ordine inferiore a g ().
c. Determiniamo separatamente gli ordini dei due infinitesimi.

Passiamo all’infinitesimo g¢.
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g (x)
e
LS llimi
Bz—0xP~1 cos? x
1 —l <limi1 — Cos:c) . (lim L )
B \e—0 zf-1 z—0c0s2 1
#0<—= (=3

Si conclude che in zp = 0 la funzione f (x) ¢ un infinitesimo di ordine superiore a g ().

1 —cosz

N. 10
Poniamo:
. 3x+a*+cosasin®y . f(@)+ fi(x)
lim - 5 = lim————=,
2=0r + rtanx + sinztan’x  =—0g(x) + g1 (x)
essendo:

f(x) =32, fi(z)=2"+coszsin®z
g(r) =2, g1 () = rtanx +sinztan®z

f1 e g1 sono infinitesimi di ordine superiore rispetto a f e g rispettivamente, quindi per il

principio di sostituzione degli infinitesimi:

. 3z 4+ z* + coszsin? . 3z
lim - 5 =lim— =3
z—0r +xtanx +sinzxtan“x z—0x
N. 11
Poniamo:
i VT +tan’z + /Tsin’ , f(z)+ fi(2)
im = lim ———-———-
e—0+ T+ x2cos?x — tand z e—0t g (x) 4+ g1 (x)’
essendo:

f(z) =z, fi(z)=tan’z + asin’z
g (x) =7, g1 (lE) = 2% cos® x — tan®

f1 e g1 sono infinitesimi di ordine superiore rispetto a f e g rispettivamente, quindi per il

principio di sostituzione degli infinitesimi:

\/E——l—oo

. o+ tan’r + Jrsin’x ,
lim P 3 = lim XY= =
z—0+ X + x“cosx — tan’ z—0T X
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2.3 Complementi

Nella sezione 1.4 abbiamo introdotto la nozione di infinitesimo (e di infinito) non dotato
di ordine, definendo poi gli infinitesimi di ordine infinitamente grande/piccolo (analoghe
definizioni per gli infiniti). Un’applicazione diretta della regola di De L’Hospital ci permette
di dimostrare le seguenti proposizioni.

Theorem 4 Sia A € (0,+00). La funzione fi (x) = e’ ¢ per x — +o0o un infinito di ordine
infinitamente grande. La funzione fy(x) = e ¢ per x — —+oo un infinitesimo di ordine
infinitamente grande.

Proof. Assumiamo come infinito di riferimento v (z) = x, quindi preso n € N, calcoliamo:

i )y (76)

z—+00 U (:L') x—+o0 L7

Il limite 76 si presenta nella forma indeterminata 22, per cui applicando n volte la regola di
De L’Hospital:

) ez\x H A ) eAx /\2 ) ez\x H 7 ) e
lim — = Z lim = lim =..=— lim ¥ = 400
z——+oo nz—+oogxn—1 n (TL — 1)£B—>+OOZL’n_2 n! z—+oo

In forza dell’arbitrarieta di n:

Ax

. Az N . . . . . .
Vn €N, lim <= =+o00| = per  — +o00, ' ¢ un infinito di ordine infinitamente

T——+00
grande.
La funzione fs(x) ¢ per x — 400, un infinitesimo. Assumiamo come infinitesimo di
riferimento « (z) = z~!. Abbiamo:
fa (z) . e .o 1

lim = lim = =
T—+00 U, (1‘) T—+oo L z—+00 €T +0o0

In forza dell’arbitrarieta di n:

. —Az _ N . . . . . . .
Vn €N, lim = = 400 | = perz — +00, ¢ A% & un infinitesimo di ordine infinitamente

n

r—+00
grande.
Corollary 5 La funzione fi(x) = e ¢é per v — —oo, un infinitesimo di ordine infinita-
mente grande; la funzione fo (z) = e & per ¥ — —o0, un infinito di ordine infinitamente

grande

Proof. Nel caso di f (x), assumiamo come infinitesimo di riferimento v () = z~!.Eseguiamo
la sostituzione r — y = —ux:

lim = — lim
e (D) ey

=0,

cio dimostra ’asserto, essendo n un arbitrario intero naturale.
Nel caso di fo (z) assumiamo come infinito di riferimento v (z) = x. Sotto la sostituzione
r—y=—u

donde 'asserto.
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Un caso interessante ¢ offerto dal comportamento agli estremi del proprio insieme di definizione,
della funzione logaritmo. Precisamente, abbiamoi seguenti teoremi:

Theorem 6 Per x — 07 e per v — 400 la funzione f(x) = Inx & un infinito di ordine
infinitamente piccolo.

Proof.
Esaminiamo prima il comportamento per z — 07, assumendo come infinito di riferimento
v (z) = 2! Fissiamo ad arbitrio un intero naturale n:

1 n+1
H .. = 1. =z )
= lim —*—— = ——lim —— = — lim 2" =0,
z—0t —nxr— "~ nz—0t X z—0+

a—0tv ()" amotz"

lim C) lim ln_w

o
o

donde I'asserto.
Passiamo al limite per © — 400, assumendo come infinito di riferimento v (z) = z.

1
. f(2) . Inz o . 1 1.1
lim m = lim — = — lim ——=— lim — =0,
z—toov ()" a—too " 00 a—toonzrT"Tl ma—toox”

||

donde 'asserto.

Corollary 7 Per x — 07 la funzione f (x) = xzlnx é un infinitesimo non dotato di ordine.
Pit precisamente, ¢ di ordine minore di 1 e maggiore o, per ogni o € (0, 1)

Per x — 400 la funzione f (x) = xzlnx é un infinito non dotato di ordine. Piu precisamente,
e di ordine maggiore di 1 e minore di o, per ogni o > 1.

Proof. Dimostriamo innanzitutto che f (x) & un infinitesimo per z — 0.

1
Inz 00 H =
Iimzlnz=0-00= hm—lz—: hm%:—hmx:()
z—0t z—0t T 0 z—0t — =) z—0t

Quindi assumiamo come infinitesimo di riferimento u (x) = x.

lim f(2) = lim lnz = —o0
e—0tu (T)  a—0+

cio¢ f(x) ¢ un infinitesimo di ordine minore di 1. D’altro canto, preso arbitrariamente
ae (0,1):

1
lim L&)y 2T (77)
z—0T U ([E) z—0t+ pe—1
La (77) ¢ verificata Va € (0, 1) e cio dimostra la seconda parte dell’asserto per z — 0.
Passiamo al limite per z — +o00, iniziando osservando banalmente che f () ¢ ivi un infinito.

Assumiamo come infinito di riferimento v (x) = .

lim /() = lim Inz =400
r——+00 Y ([E) xr—-+00
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cio¢ f (z) € un infinito di ordine maggiore di 1. D’altro canto, se a ¢ un arbitrario numero
reale maggiore di 1

. f(o) . Inz oo
lim ~ = lim ==
z—+oo0 () z—toox® 00

. 1 1 1
lim x = lim
T—+00 (a — 1) o2 a — lo—tooga—l

H

=0,

donde 'asserto.

Theorem 8 Siano
fx)=xlnz, g(z)=xlnz-Inlnzx
Risulta: per x — +o0, g(x) é un infinito di ordine superiore a f(x). Inoltre, g(x) é un

infinito non dotato di ordine. E di ordine maggiore di 1, e minore di o, per ogni o > 1

Proof. La prima parte si dimostra banalmente:

2

Per la seconda parte, preso o > 1:

g (z)

lnx~lnln:c§ 1 . 14+ Inlnz 1 1

lim = lim = lim = 5 lim =0
z—+oo % z—+00 ro—1 o — la—too  go—l (a — 1) z—+oox®1]nx
koskosk

Il teorema appena dimostrato si generalizza al sistema delle tre funzioni seguenti:

f(x)=xzlnz, g(x) =xzlnz-Inlnz, h(z) =xrnz-Inlnz-Inlnlnx

Qui A (z) € un infinito (per z — +o00) di ordine superiore rispetto a g (z) e a sua volta
quest’ultima ¢ un infinito di ordine superiore rispetto a f (z). Inoltre, f(z),g(z),h (z)
sono infiniti non dotati di ordine che ¢ maggiore di 1 e minore di un qualunque o > 1.
Iterando il procedimento costruiamo una classe di infiniti:

rlnz, rlnz-Inlnz,..., zlnz-...-Inln...Inx, ...

ciascuno dei quali e di ordine superiore rispetto al precedente e non ¢ dotato di ordine che ¢
maggiore di 1 e minore di un qualunque o > 1.

3 Le funzioni continue

3.1 Introduzione

Sia f (z) una funzione reale di variabile reale definita in X C R. Si consideri zy punto di
accumulazione al finito per X. Se la funzione ¢ convergente in z, si ha:

lim f (z) = € R (78)

T—T0
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I1 numero reale [ non ¢ legato al valore f (zy) assunto dalla funzione in x, anzi la funzione
puo anche essere ivi non definita. Peraltro, esiste una speciale classe di funzioni per le quali
risulta f (x¢) = [. Sono le cosiddette funzioni continue e nel caso in esame, diremo che la
funzione f (z) ¢ continua in zy, donde la (78) si scrive:

lim f () = f (20) (79)

T—To

Ricordando la definizione di limite:

(f (z) & continua in xg) &, (VI (f (z0)), 3 (x0) :x € X NI (x0) = f(x) T J(f(x0))),

(80)
essendo J, I due intorni di f (z9) e xo rispettivamente. La (80) puo essere riscritta in termini
dei raggi dei suddetti intorni:

Definition 9

(f (z) é continua in xq) &, (Ve >0,30. >0:0<|z—a0| <6 = |f(2) — [ (x0)] <e)
(81)

Notation 10 La definizione (80) ¢ banalmente verificata nel caso in cui xo sia un punto
isolato di X . Infatti, in tal caso esiste un intorno Iy (xo) : X N1y (xo) — {zo} = &, donde:

VJ (f (w0)), 3o (z0) : v € X NIy (w0) = f(2) = f(w0) C J(f (20))

L’Osservazione 9 implica che la definizione di continuita si estende a qualunque x € X,
quindi sussiste la

Definition 11 (f (x) é continua in X) &, (f (x) é continua in ogni v € X)

sk ok
Introduciamo una grandezza denominata oscillazione della funzione f (z) in X.

Definition 12 Si definisce oscillazione di f (z) in X il numero reale w (f, X):

w(f, X)= sup [f(a)) = f(a")] (82)

z zeX
Cio premesso, sussiste il seguente:

Theorem 13 Condizione necessaria e sufficiente affinché la funzione f (x) sia continua in
xg, € che preso un intorno Is(xg), loscillazione w (f, X N I5(xy)) sia un infinitesimo nel
limite 6 — 0.
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Proof. Dimostriamo la sufficienza della condizione.
Per ipotesi e:
(lsirréw (f, X NIs5(xg)) =0,
cloe:
Ve >0, 35 (x0) : 0 < |z — 20| < 0. = |w(f, X NIs(x0))| <& (83)
Per la (82):

v € XNis(x) = |f(x) = flzo)| = sup  |f(2)) = f(2")|=w(f, X N1 (x)) <e
2!z eXNIs(zo)
Cio implica:
Ve>0,30 >0:2x€ XNIs(xg) = |f(z)— f(z0)] <€
cioe la (81).
Dimostriamo la necessita della condizione.
La continuita della funzione implica:

Ve >0, 35, (xo) : 2’ 2" € X N5 (x) = |f (2)) — [ (2")] =
= |f(2") = f(zo) + f (z0) — f(&") < |[f (&) = [ (wo)[ + | f (w0) — f(2")] < 2¢

-~ -~

<e <e

Cioe:
Ve >0, 5. (x0) : 2’2" € X NI, (xg) = (84)
= |f@) = @< sup @) - ) =w(f, XN, (20)) <€

ax'eXNIs, (x0)

donde 'asserto.

3.2 Punti di discontinuita

Sia f (z) definita in X C R e xy punto di accumulazione.

Definition 14 f (z) é discontinua in xy se non risulta:

lim f () = f (o) (85)

T—T0o

In tal caso, chiamiamo xy punto di discontinuita della funzione.
Se f(z) & discontinua in xq significa che sono possibili i seguenti casi:

1. im f(z)=1%# f(x9),l €R

T—x0

2. Plim f (x)

r—xT0

3. lim |f (2)] = 400

T—x0
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Nel caso 1 si dice che z( ¢ una discontinuita eliminabile (o rimovibile). Tale definizione
si giustifica osservando che la funzione:

gy = { 1) pere 7 (56)

[, perxz=umxg

e continua in xg.
Nei casi 2 e 3, si dice che zy € una discontinuita non eliminabile.

Example 15 Provare che la funzione

£ (@) = asin (1) (87)

X

ha in x = 0 una discontinuita eliminabile.
Soluzione. La funzione (87) non é definita in x = 0. D’altro canto, sappiamo che:

limz sin — = 0,
x—0 x

donde x = 0 & una singolarita eliminabile. La funzione:
g(x) = wsiné, per z # 0
g(x) =0, perz=0,

e continua in x = 0.

Le discontinuita non eliminabili si classificano in:

a. discontinuita di prima specie

b. discontinuita di seconda specie

Esaminiamole separatamente.

3.2.1 Discontinuita di prima specie

In questo caso esistono finiti i limiti destro e sinistro:

lim f(z) =1", 1im+f (x) =1 (88)
z—z; z—}
tali che:
FeR, IT#1
La grandezza:
s (z0) &1t — 1, (89)

si dice salto di discontinuita di f (x). Se la funzione ¢ definita in z( e risulta:
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Ir 41
f ('TO) - 92 )
diremo che la discontinuita in xy ¢ una discontinuita simmetrica.
Il grafico di una funzione che ha una discontinuita di prima specie nel punto xy, presenta
un’interruzione in corrispondenza della retta di equazione x = xg. Il salto s (zg) € la misura
del segmento PP}, essendo P} (xg,1%), P" (x4,17). Nel caso di una discontinuita simmetrica,
il punto Py (g, f (20)) ¢ il punto medio del segmento PP

Example 16 Mostrare che la funzione

f () = arctan ( ! ) |

xr— 2

ha in x = 2 una discontinuita di prima specie.
Soluzione. Calcoliamo il limite destro e il limite sinistro:

lim f (z) = arctan (+00) = +I

r—2+

SIS

1ir2n_f (x) = arctan (—o0) = — =,

donde l’asserto. Il salto di discontinuita é:
s(2)=m
1l grafico della funzione é riportato in figura 25

3.2.2 Discontinuita di seconda specie

Sono tutte e sole le discontinuita non eliminabili che non siano di prima specie. Quindi si
verifica almeno una delle circostanze seguenti:

1. #lim f (2), Flim f (x)

T—Ty T—T
2. 4 lim+f (x), Flimf (x)
T—T T—T)

3. lim _f (x)

T—I,

4. lim f(x) = oo, lim f(v) = Foo

T—Ty T—T

5. lim |f (2)] = 400
T—x0

Se xy € un punto di discontinuita di seconda specie, e ad esempio non esiste il limite destro
di f (z) per z — x¢, in ogni intorno di xy la funzione compie infinite oscillazioni che non si
smorzano. Infatti, solo in tal caso e violata la definizione di limite.
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Figura 25: Grafico di f (z) = arctan (m—iZ) Si noti la discontinuita di prima specie nel punto
T =2

Example 17 Mostrare che la funzione

f(z) = sin L (90)

T

ha in x = 0 una discontinuita di seconda specie.
Soluzione. La funzione (90) non é definita in x = 0. Inoltre non esiste il limite per v — 0,
in quanto la funzione compie infinite oscillazioni intorno al punto x =0 (si veda la fig. 7.).

Example 18 Provare che la funzione
1
f(z) =sin—, perz <0 (91)
x
f(x)

ha in x = 0 una discontinuita di seconda specie.
Soluzione. La funzione é convergente a destra:

cos (200x) , per x > 0

lim f(x) =1

z—0t

1l limite sinistro non esiste: per x — 07 la funzione compie infinite oscillazioni che non si
smorzano come possiamo vedere dal grafico di figura 26.
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Figura 26: Grafico della funzione data dall’equazione (91).
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